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Wichtiger Hinweis: Dieses Dokument ist nur vorlaufig und kann noch Fehler enthalten. Hinweise
auf Fehler und Verbesserungsvorschlage bittetamnningsentagric-econ.uni-kiel.de.

Allgemeine Bezeichnungen

N° = Anzahl der Outputs

X2 = Menge des Outputs

X0 = (XD, X3,... ,X,‘\’,o)' = (Spalten-)Vektor der Outputmengen
P? = Preis des Outputs

p° = (PY,PS,..., Pﬁo)’ = (Spalten-)Vektor der Outputpreise
N' = Anzahl der Inputs

X} = Menge des Inputk

x = (X, X},...,Xi,)" = (Spalten-)Vektor der Inputmengen
P! = Preis des Inputk

p' = (P,Ph....P,) = (Spalten-)Vektor der Inputpreise

F = Anzahl der fixen Faktoren

Zy = Menge des fixen Faktoks

z=(Z1,2>,...,Zr) = (Spalten-)Vektor der Mengen der fixen Faktoren
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P? = Schattenpreis des fixen Faktdrs

ps= (P},P5,..., P,?)/ = (Spalten-)Vektor der Schattenpreise der fixen Faktoren

N = N°+N' = Anzahl der Netputs

. !/
X = (X1, Xo,...,Xn) = <x°’ ,— X ') = (Spalten-)Vektor der Netputmengen
. /
p=(P,P,,....PN) = (po’, p' ’) = (Spalten-)Vektor der Netputpreise
C=p'x =N PiXi = Kosten

. - N© Ni o N
m=p?°— p'xi = 3 PXO— 3 AXi = p'x= 3 R = Gewinn (Profit)
k=1 k=1 k=1

Pi i
S = "Txk = Kostenanteil
My = M = Profitanteil
T
0Xy Pj . . : .
&j= a_)FETEJ = Preiselastizitat der Netputmenigen Bezug auf den Netputpreijs

Ayj = Kronecker-Deltad; = 1Vk = j undAyj = OVk # j

Funktionen

X0 =Xx° _(xi,z) = Produktionsfunktionx® ist (sind) die maximale(n) Outputmenge(n), die mit den
Inputsx' bei gegebenen fixen Faktoreproduziert werden kann (kdnnen).

f (x°,x,2) = 0 oderf (x,z) = 0 = Produktionsfunktion in impliziter Schreibweise

C=C (xo, pi,z) = KostenfunktionC sind die minimalen Kosten, die bei gegebenen Inputpreisen
p' und gegebenen fixen Faktoreaur Produktion der Outputmenge?) notwendig sind.

M= n(po, P, z) = T1(p, 2) = Profitfunktion:mtist der maximale Gewinn, der bei gegebenen Output-
preisenp® und Inputpreiserp' (Netputpreiserp) und gegebenen fixen Faktoreerzielt werden
kann.

Xp* = Xl* (x°, p', z) = Bedingte (auch konditionale oder kompensierte) Inputnachfiggest die
Menge des Inputk, die bei gegebener Outputmendegegebenen Inputpreisghund gegebenen
fixen Faktorere nachgefragt wird. Herleitung aus der Kostenfunktion durch Shepard’s Lemma:
X}* = aC/oP}

Xl =X} (p°, p',2) = X\ (p,2) = (Unbedingte) Inputnachfragk ist die Menge des Inputsdie bei
gegebenen Outputpreis@h, Inputpreiserp' (Netputpreiserp) und fixen Faktorem nachgefragt
wird. Herleitung aus der Profitfunktion durch Hotelling’s LemmXg:= —0ort/0P,
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X2 = X2 (p°, pi,z) = X2 (p,2) = OutputangebotX? ist die Menge des Ouputsdie bei gegebe-
nen Outputpreisep®, Inputpreisenp' (Netputpreiserp) und fixen Faktorerz angeboten wird.
Herleitung aus der Profitfunktion durch Hotelling’s Lemnxg:= drt/oR?

X« = X« (p,2) = Netputnachfrage und -angeb# ist die Menge des NetputgOutputsX; bzw.
negativen Inputs-X;), die bei gegebenen Netputpreisemnd fixen Faktorerz angeboten bzw.
nachgefragt wird. Herleitung aus der Profitfunktion durch Hotelling’s Lem¥pa: o11/9P

Ansatze
Primaler Ansatz

Gewinnmaximierung mit der Produktionsfunktion als Nebenbedingung

maxti= p°'x° — p''x, s.t.f (x°,¥,2) = 0 bzw. MaxT= p'x, s.t.f(x,2) =0
X0

LAsung dieses Maximierungsproblems mit dem Lagrange-Ansatz:
LX) = p°'x°— p'X 4N (x,X,2) bzw. £ (x,\) = p'’x+Af (x,2)

oL o . of oL . of oL of
0oL 0o u o 0L B
a_f(x,x,z)_Obzw.a)\_f(x,z)_O

Wenn die Produktionsfunktion bekannt ist, kann das Gleichungssystem geldst und die optimalen
Input- und Outputmengen bestimmt werden.

Dualer Ansatz

Kostenminimierung mit der Produktionsfunktion als Nebenbedingung
C(x°,p,2) =min p'x, s.t.f (x°,x,2) =0
XI
Auch dieses Minimierungsproblem kénnte mit dem Lagrange-Ansatz geldst werden:
LX) = p'X A (x4, 2)

9L _ P,‘<+)\a—f. =0
Xy Xy

0L :

= f (x°,x,z) =0

Wenn die Produktionsfunktion bekannt ist, kann das Gleichungssystem geldst und die optimalen
(bedingten) Inputmengen bestimmt werden.

Wenn die Produktionsfunktion aber nicht bekannt ist, reicht es aus, die Kostenfuliktion
C(xo, p',z) zu bestimmen. Diese Kostenfunktion stellt somit sowohl die Technologie als auch
das (gewinnmaximierende) Verhalten dar. Gleiches gilt fur die Profitfunktion:

mt(p°, p',2) = maxp®’x° — p'x, st f (x°,x,2) = 0 bzw.mt(p°, p',2) = maxp®’'x° —c(x°, p', 2)
X0 X! X0 i
Beim dualen Ansatz wird also nicht von einer Produktionsfunktion ausgegangen, welche die Tech-

nologie reprasentiert, sondern gleich von einer Kosten- bzw. Profitfunktion, die nun sowohl die
Technologie als auch das (gewinnmaximierende) Verhalten abbildet.
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Aus der Kosten- oder Profitfunktion lasst sich wieder eine Produktionsfunktiableiten. Dabei
ist f* identisch mitf, wennf keine nicht-monotonen und nicht-konkaven Bereiche hat.

Der Vorteil des dualen Ansatzes liegt darin, dass auch bei komplizierter Technologie die Angebots-
und Nachfragefunktionen einfach tber Hotelling’s bzw. Shepard’s Lemma (aus komplizierten

Profit- oder Kostenfunktionen) hergeleitet werden kdnnen, wahrend die Ableitung der Angebots-
und Nachfragefunktionen im primalen Ansatz tber den Lagrange-Ansatz bei komplizierten Pro-
duktionsfunktionen nur schwer und haufig auch nicht analytisch mdglich ist.

Eigenschaften von Funktionen

Produktionsfunktionen

In Bezug auf die Inputs
e stetig

(0]
e monoton steigendg% >0
e quasikonkavf (x) > f (x*) = f (t-X +(1-t)x*) > f (x*)V 0<t<1
Kostenfunktionen

In Bezug auf Outputmengen und fixe Faktoren:

1. Monotonie: ac
Nicht-abnehmend in Outputmengs% > 0 for allei

Nicht-zunehmend in fixen Faktoren, wenn auch die Produktionsfunktion monoton nicht-
. .0C . )
abnehmend in fixen Faktoren |%% < 0 fur allei
K

2. Bei einer Skalenelstizitat vak = 1: homogen vom Grade eins in Outputmengen und fixen
Faktorenc (t-.p'.t-2) =t-C (. pl.2) firt >0

3. Wenn die Produktionsfunktion konkav in allen (variable und fixen) Inputs ist: Konvex in
Outputmengen® und fixen Faktorez: Hesse'sche Matrix (=Matrix der 2. Differentiale) in
Bezug auf Outputmengen und fixe Faktoren ist positiv semidefinit (notwendige Bedingung:

0°C 0°C
> > 0)

(axg)z >0und (6Zk)2 >

In Bezug auf Inputpreise:

o . . 0C .
1. Monotonie: Nicht-abnehmend in Inputprelsea(??:;—i > 0 for allei
k

2. Homogen vom Grade eins in InputpreisgnC (x°,t - p',z) =t-C (x°, p', 2) fiirt > 0

3. Konkav in Inputpreiserp': Hesse’sche Matrix (=Matrix der 2. Differentiale) in Bezug auf

2
Inputpreise ist negativ semidefinit (notwendige Bedingu+cz;)g:ic—2 <0)
P

k
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4. Stetig in Inputpreisen, zumindest fiir> 0

5. Partielle Differentiale nach den Inputpreisen ensprechen den bedingten Nachfragefunktio-

nen:a—C. = X, (Shepard's Lemma)
P

Profitfunktionen

In Bezug auf Preise:

1. Monotonie: 5 5
T T
Nicht-abnehmend in Outputpreiseg— > 0 bzw. — > 0 fir allei mit 0
Putpreiseflg = 0 bz op = %>

Nicht-zunehmend in Inputpreis.ea(zllz:)li <0 bzw.g—g( < O far allei mit X, < 0
k

2. Homogen vom Grade einsin allen Preisg(t - p°,t - p',z) =t-1(p°, p',2) bzw.mi(t - p,2) =
t-m(p,z) furt >0

3. Konvex in allen Preisemp: Hesse’sche Matrix (=Matrix der 2. Differentiale) in Bezug auf

alle Preise ist positiv semidefinit (notwendige Beolingu(%%ﬁj7 >0)

4. Stetig in allen Preisen, zumindest fir> 0.

5. Partielle Differentiale nach den Netputpreisen ensprechen den (unbedingten) Angebots- und

(negativen) Nachfragefunktionegaiaﬂ0 = X2 und % = —Xii bzw. (%T( = Xy (Hotelling’s
k k

Lemma)
In Bezug auf fixe Faktoren:

1. Monotonie: Nicht-abnehmend in fixen Faktoren, wenn auch die Produktionsfunktion mo-
noton nicht-abnehmend in fixen Faktoren % > 0 fur allei
K

2. Bei einer Skalenelastizitét von= 1: homogen vom Grade eins in fixen Faktoreip®, p',t - z) =
t.T[(DO, p',Z) bZW.T[(p,t 'Z) :t'T[(p,Z) firt > 0

3. Konkav in fixen Faktoren, wenn die Produktionsfunktion konkav in allen (variablen und
fixen) Inputs ist: Hesse’sche Matrix (=Matrix der 2. Differentiale) in Bezug auf alle fixen
02Tt
Faktoren ist negativ semidefinit (notwendige Bedingung:— <0)
(02)2

4. Stetig in allen quasi-fixen Faktoren, zumindest#iir O

5. Partielle Differentiale nach den fixen Faktoren entsprechen den Schattenpg%TsenPf
k
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Outputangebots- und Faktornachfragefunktionen

1. Homogenitat:

2. (a) Bedingte Nachfragefunktion:
Homogen vom Grade Null in Inputpreisex* (x,t - p',z) = X\* (x°, p', 2)
Bei einer Skalenelastizitat van= 1. homogen vom Grade eins in Outputmengen und
fixen FaktorenX/* (t-x°, p',t-z) =t-X* (x°, p', 2)
(b) Unbedingte Angebots- und Nachfragefunktionen:
Homogen vom Grade Null in allen Preisex? (t-p°t-p',z) = X2 (p° p',2) und
X (t-p%t-p'2) = X (P, P, 2) bzw. X (t- p,2) = X (P, 2)
Bei einer Skalenelastizitat von 1: homogen vom Grade eins in fixen Faktqﬁ‘ép p,t z) =
t-X2(p°, P, 2) undxk(p p,t- 7)=t- Xk(p P, z) bzw. X (p,t-2) =t- X (p,2)

X
3. Symmetrie (Young'sches Theore )F(>k gF’i

0 ot
e (@) oen 2(H) ax
N3P, T~ "om ~ oPoR. oR  oP

_ >
4. Positivitat: 3R, 0, d.h. furlnputs OH<

Preiselastizitaten

Allgemeine Definition von Preiselastizitaten

%
£ = Xk X _ OX Py
PP 0Py X
P

Eigenschaften

N

1. aus Homogenitat in Preisen folgy &g =0
=1

2. aus Symmetrie folgtMy€yj = M€k

3. aus Konvexitat folgtEyx > 0 fur Outputs uncyy < O flr Inputs

Vorzeichen der Preiselastizitaten

Output-Output

e generell: optimale Outputmenge bei Outputpreis = Grenzkogter- GK) (im Bereich
steigendeGK)
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e Eigenpreiselastizitaten:

P! GK

X% X! X' = gy>0

e Kreuzpreiselastizitaten:
wenn sich ein anderer Outputpreis &ndert und es irgendeinen Zusammenhange in der Pro-
duktion (z.B. von beiden verwendete fixe Faktoren) gibt, andern sicleHi€z.B. durch
geanderte Schattenpreise) und somit auch die optimale Outputraesges 0
Das Vorzeichen der Elastizitaten ist aber nicht bestimmt:
PP T— X2 1— GKy 1 — X§ |substitutiv(€yj < 0) (Beispiel: Weizen und Gerste)
oderP) T— XP T— GKa | — X9 1 komplemental(skj > 0) (Beispiel: Milch und Kéalber)

XOO Xo :>8kl§0

Output-Input

e wenn es nur einen Output und nur einen Input gibt, fihrt ein hdherer Inputpreis zu steigen-
denGK und somit zu einer geringeren Outputmenge:
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X! X X' =§;<0 _
Dies kamm man auch aus der Homogenitatsbedingung abléfes:€°' = 0 und€®° > 0

=£9<0

e bei mehreren Outputs oder mehreren Inputs ist das Vorzeichen unbestimmt, wék die
z.B. wegen gefallener Schattenpreise auch sinken kénnen (siehe Abbildung Output-Output-
Kreuzpreiselastizitaten)
Beispiel: Raps-Saat wird teures weniger Rapsanbaw geringerer Schattenpreis des Bo-
dens— mehr Getreideproduktion

Input-Output

¢ generell: optimale Inputmenge bei Inputpreis = Wertgrenzpro@nilct: W GP) (im Bereich
eines sinkendew GP

e wenn es nur einen Output und nur einen Input gibt, fuhrt ein hdherer Outputpreis zu einem
steigendeiV GPund somit zu einer hdheren Inputmenge:

P! WGP

P~ WGP

X" X! X' = &j=>0 . i
Dies kamm man auch aus der Homogenitatsbedingung abl&iten€'® = 0 und€" <0
= €l° >0

e bei mehreren Outputs oder mehreren Inputs ist das Vorzeichen unbestimmt, W&i3Ras
wegen einer anderen Input- oder Produktionsstruktur auch sinken kann (siehe Abbildung
Input-Input-Kreuzpreiselastizitaten)

Beispiel: Weizen wird teurer~ weniger Rapsanbaw geringeredV GPvon Rapssaat->
weniger Rapssaat
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Input-Input
e Eigenpreiselastizitaten:

P! WGP

X' = gy<0

e Kreuzpreiselastizitaten:
wenn sich ein anderer Inputpreis andert und es irgendeinen Zusammenhang in der Produk-
tion gibt, &ndert sich da&/ GP(z.B. durch geanderte Inputintensitaten) und somit auch die
optimale Inputmenge> ;< 0
Das Vorzeichen der Elastizitaten ist aber nicht bestimmit:
PiT— X | —WGR 1 — X} 1 substitutiv(€;j > 0) (Beispiel: Harnstoff und Kalk-Ammon-
Salpeter) oder
Pl T— Xl | —WGR | — X} | komplementaGK | (&; < 0) (Beispiel: Ferkel und Schrot)

P! WGP

X" X' = &;s0

Grenzprodukt

Output, der durch eine zusétzliche Inputeinheit erzeugt wird

0Xx°

Ein Einheit des Inputg mehr— GP; Einheiten mehr Output
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partielle Produktionselastizitat

Anderung der Outputmenge in Prozent durch eine einprozentigen Steigerung einer Inputmenge
aX° X| X|
Oi = .
I axl Xo I'xo

Ein Prozent des Inputsmehr— o Prozent mehr Output

Grenzrate der Substitution

Austauschverhaltnis zwischen zwei Inputs = (negative) Steigung der Isoquante
Grenzrate der Substitution zwischen Infuind Input;j

ot

] _ 4 _ GR

X&:_EZ_GF’J'
o

GRS =

Substitutionselastizitaten
Input-Input (One-Factor-One-Price)
Wahrend die Grenzrate der Substitution die Steigung der Isoquante angibt, gibt die Substituti-

onselastizitat die Kriimmung der Isoquante an. Sie ist definiert als die prozentuale Anderung des
Faktorverhaltnisses bei einer einprozentigen Anderung der Grenzrate der Substitution:

9 (X1 /Xk
% 9(XI/X!) GRrsy

Oki 0GRS;  0GRSg X /X
GRS
Coam(Xi4) o (X))
oI (GRS)  ain (ax] /cx)
din (X X1'<>
0In<Pl'(/P')

bzw.

o _ Bk _ 0% Pl ox Pm axi m
T M; T oP xkl\/lJ P XkX'P'_aP' XiX!

wegen Symmetrie:
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Input-Input (Two-Factors-One-Price)

| Okl
Ri= g,

0j|

Output-Output (One-Factor-One-Price)

Wahrend die Grenzrate der Transformation die Steigung der Transformationskurve angibt, gibt
die Substitutionselastizitat die Krimmung der Transformationskurve an. Sie ist definiert als die
prozentuale Anderung des Outputverhaltnisses bei einer einprozentigen Anderung der Grenzrate
der Transformation:

8 (x2/%¢)

XP/ X
OGRTy;
GRT;

Okj =

bzw. o Do 0 o o
_ &G _oXg PP oxp P oX¢ m
Mj — PP X2M;  0PY XOXOP® — PP XoX?

ij

wegen Symmetrie:

kj = Mj = My = Ujk
Output-Output (Two-Factors-One-Price)
, _ %
Ri=5,
Schattenpreise
Schattenpreis des fixen Faktaks
PSS — E
K™ 0z
Skalenelastizitat
Skaleneffekte, ,economies of scale”
Berechnung aus einer Produktionsfunktion
_Yoarx
= X X°

Berechnung aus einer beschrankten Profitfunktion

A= Foonze  E PRz
_k;azkn_ T

k=1

<1 abnehmende
AL = = konstante Skaleneffekte
>1 zunehmende
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Funktionsformen

Cobb-Douglas

\orteile:
1. wenige Koeffizienten— wenige Beobachtungen zur 6konometrischen Schatzung notwen-
dig
2. linear in Koeffizienten— leicht 6konometrisch zu schatzen

3. wenn 0< ag < 1 fast immer konkav in Argumenten (notwendige Bedingung)
wennag < 0 oderay > 1 fast immer konvex in Argumenten (notwendige Bedingung)

4. Koeffizienten sind gut interpretierbar (als Anteile und Elastizitaten)
Nachteile:

1. sehr wenige Koeffizienter> unflexibel
2. Anteile und Elastizitaten (=Koeffizienten) sind konstant

3. Alle Subsitutionselastizitateoyj; = —1

Funktionsform

unbeschrankten/beschranktenProfitfunktion (d.h. ohne/mit fixe(n) Faktoren):

N F
InTt(p) = 0o+ z ogInB |+ z @ InZy
K=1 K=1

Ableitung der Angebots- und Nachfragefunktionen

oTt dlntt 1T aE Mo — o
oR  0InRA KR < K

Preiselastizitaten der Netputs

X = —

&j = —Lkj+Mj=—-Ayj+qj

Homogenitat in Preisen

N 5 N N N
A A= T L= =1
Schattenpreise:
s Om  dnmm T

K™ a_Zk N aInZkZ_k :%Zk

Skalenelastizitat
oTt Zy F

-3 - SRS ek oS

k=1 k=1
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Eigenschaften
In Bezug auf Preise:
1. Monotonie:

Nicht-abnehmend in Outputpreisex; > O fur allei mit X, > 0
Nicht-zunehmend in Inputpreiseai < 0 fur allei mit X, < 0

N
2. Homogen vom Grade eins in allen Preis%:ak =1

3. Konvex in allen Preisep: ax < 0 oderayg > 1

4. Stetig in allen Preisen: fip > 0 immer gegeben
In Bezug auf fixe Faktoren:

1. Monotonie: Nicht-abnehmend in fixen Faktorgr:> O fur allei

F
2. Bei einer Skalenelastizitat von= 1: Z ®=1

3. Konkav in fixen Faktoreng < 1 fur allei

4. Stetig in fixen Faktoren: fiz > 0 immer gegeben

Translog

\orteile:

1. viele Parameter— flexibel

2. linear in Koeffizienten— leicht 6konometrisch zu schatzen
Nachteile

1. viele Parameter- zur 6konometrischen Schatzung werden viele Beobachtungen bendtigt
(insbesondere bei vielen Argumenten)

2. haufig nicht oder nur lokal konvex oder konkav

Funktionsform

unbeschrankten/beschranktenProfitfunktion (d.h. ohne/mit fixe Faktoren):

InTt(p,2) = 0p+ z akInPk+2 Z z BkjInPInP;

k=1]=1

YkjInZkInZz;

NI =
M T

=,
Il
[y

M

+ Z & InZ+

_|_
Mz
M

(0
H
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Parameterrestriktionen:

o Bxj = Bjk undykj = Yjk, da InFInPj = InPjIn B und InZcInZj = InZj InZ, (sonst perfekte
Multikollinearitat in der Profitfunktion) (Symmetrie)

Ableitung der Angebots- und Nachfragefunktionen

T dlnTt 1t T

0
X= =5 F) = 3N NP P Pk<dk+ZBk]|nPJ

+ Z 6kJInZJ>

N F
— M=o+ z BkjInP; |+ Z &;jInZ;
j=1 j=1
Preiselastizitaten der Netputs
Bk
&= DO+ M;+—=
Kj kj+Mj+ M
Homogenitat in Preisen
N gnp, N p N N N F
kZ 0R Tt kzl T & K1 ( le Z

Schattenpreise:

¢ O  dinmm

F
Tt
PS— — — —=— InZ djkInP
k 0Z, 0InZy Z« Z (qk‘i‘ Zlyk] J+]Z jk J)

Skalenelastizitat

o1t Z F F

A_Zazkn Z zz<qk+gyk,|nzj+zé,klnpj>

K=1
Eigenschaften
In Bezug auf Preise:

1. Monotonie:
Nicht-abnehmend in Outputpreisévii > O fir allei mit X, > O (nur lokal Gberprifbar)
Nicht-zunehmend in Inputpreisekt, < O fur allei mit X, < 0 (nur lokal Gberprifbar)

N N N
2. Homogen vom Grade eins in allen Preisei:ak =1, ZBKJ =0V und Zékj = 0V |
K=1 K=1
N
(wegen Symmetrie auc[ Bkj = OVK).
=1

3. Konvex in allen Preisen: Haufog nicht oder nur lokal gegeben (nur lokal Gberprifbar)

4. Stetig in allen Preisen: fjjp > 0 immer gegeben

In Bezug auf fixe Faktoren:
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1. Monotonie: Nicht-abnehmend in fixen Faktor&®3:> O fur allei (nur lokal Gberprifbar)
F F F
2. Bei einer Skalenelastizitat von Jz =1, Zij =0Vjund Z dj = OVk (wegen Sym-
K=1 K=1 =1
F
metrie auchz Ykj = OVK)
j=1

3. Konkav in fixen Faktoren: Haufog nicht oder nur lokal gegeben (nur lokal tberprifbar)

4. Stetig in fixen Faktoren: fiz > 0 immer gegeben
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