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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einfiihrung

Unendliche Spiele, oder besser Spiele von unendlicher Dauer, spielen innerhalb
der Informatik eine zunehmend bedeutende Rolle. Sie sind geeignet, Prozesse zu
beschreiben, die nicht terminieren, und sich somit nicht mit den iiblichen Metho-
den der Automaten- und Sprachentheorie untersuchen lassen. Nichtterminierende
Prozesse mit definiertem Ein-/Ausgabe-Verhalten werden auch reaktive Systeme
genannt. Ein Beispiel fiir ein reaktives System ist das Betriebssystem eines Com-
puters. Angefangen von elementaren Ein- und Ausgabefunktionen, iiber die Pflege
des Dateisystems, bishin zur Verwaltung von mehreren Benutzern und Verteilung
der Rechenzeit auf viele gleichzeitig ablaufende Prozesse, ist ein Betriebssystem
fundamentaler Bestandteil eines Computers. Die Interaktion des Betriebssystems
mit seinen Benutzern, kann man sich als ein Spiel unendlicher Dauer vorstellen,
denn im Normalfall soll ja ein Betriebssystem nicht terminieren, sondern die Re-
chenleistung des Computers sténdig bereithalten. Einen unerwiinschten Zustand
oder einen unvorhergesehenen Abbruch des Betriebssystems kénnte man dabei
als einen Verlust des Spiels betrachten. Eine Analyse des Spiels konnte dann zum
Beispiel zur Untersuchung der Korrektheit des Betriebssystems beitragen.

Ein weiteres Beispiel fiir ein reaktives System ist die Fiihrung eines Wirtschaftsun-
ternehmens. Hier spielt der Chef des Unternehmens nach den Gesetzen der freien
Marktwirtschaft gegen seine Konkurrenten und sonstige wirtschaftliche Fakto-
ren. Auch in diesem Fall ist klar, daf} eine endliche Analyse des Systems keinen
Aufschlufl {iber einen dauerhaften Erfolg des Unternehmens liefern kann. Eine
Betrachtung als unendliches Spiel konnte auch hier neue Erkenntnisse bringen.
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Der Gegenstand der Untersuchungen in dieser Diplomarbeit ist eine bestimmte
Klasse von Spielen unendlicher Dauer, die auf endlichen Graphen gespielt wer-
den. Es handelt sich dabei um Zweipersonen-Nullsummen-Spiele mit vollstindi-
ger Information und einem Wert von +1 oder —1. Anschaulich sind dies Spie-
le mit zwei Spielern, in denen immer genau einer der beiden Spieler gewinnt
(Nullsummen-Spiel mit Wert +1 oder —1), ohne verdeckte Ziige und Zufallser-
eignisse (vollstdndige Information).

Endliche Zweipersonen-Nullsummen-Spiele mit vollstdndiger Information sind
zum Beispiel Brettspiele wie Schach, Miihle und Dame. Da diese Spiele von realen
Menschen gespielt werden, und diese nicht unendlich lange auf den Ausgang einer
Partie warten kénnen, wurden die Regeln dieser Spiele so gestaltet, dal die End-
lichkeit des Spiels gewéhrleistet ist, indem die Linge der Partie begrenzt wird.
Beim Schach gibt es daher beispielsweise Regeln, die das Spiel in ein Remis enden
lassen, wenn dreimal dieselbe Stellung auf dem Brett war, oder 50 Ziige lang kein
irreversibler Zug gemacht wurde. Der Ausgang eines solchen Spiels kann, da es
nun stets endlich ist, leicht aus seiner Schlufistellung ermittelt werden.

Endliche Spiele wurden bereits im Jahr 1944 von John von Neumann und Os-
kar Morgenstern in ihrem Buch ,Theory of Games and Economic Behavior
[NeuMor44]| formalisiert und eingehend untersucht. Unter anderem ist aus der
Spieltheorie bekannt, dafl die endlichen Zweipersonen-Nullsummen-Spiele mit
vollstdndiger Information, sie werden dort auch als offene Matrix-Spiele bezeich-
net, eine reine optimale Strategie fiir beide Spieler besitzen. Eine Konsequenz
aus dieser Erkenntnis ist, daf} sich fiir jedes Spiel dieser Art im voraus bestim-
men 148t, welcher Spieler eine Gewinnstrategie hat und somit gegen jede denkbare
Strategie des Gegners das Spiel gewinnen kann. Man spricht in diesem Zusam-
menhang auch von der ,,Determiniertheit“ dieses Spiels. Die optimalen Strategien
lassen sich theoretisch aus der Auszahlungsmatrix des Spiels bestimmen, da es
nur endlich viele reine Strategien gibt. Ungliicklicherweise sind die meisten dieser
Spiele aber so komplex, dafl diese Aufgabe sich auch von den rechenstéirksten
Computern nicht bewéltigen 1483t.

Bei den Spielen unendlicher Dauer ist die Bestimmung optimaler Strategien
weitaus schwieriger. 1953 beschéftigten sich D. Gale und F. M. Stewart in
[GalSteb3] mit unendlichen Spielen folgender Form: Die beiden Spieler nennen
abwechselnd eine Ziffer aus {0,1}. Die dabei entstehende unendliche Folge von
Nullen und Einsen bildet ein w-Wort aus {0, 1}*. Zur Bestimmung des Gewinners
wird eine Teilmenge von {0, 1}*, die sogenannte Gewinnmenge des Spiels, heran-
gezogen. Ist das in der Partie enstandene w-Wort in der Gewinnmenge enthalten,
so hat der anziehende Spieler gewonnen. Gale und Stewart stellten dabei fest, dafl
es Spiele dieser Art gibt, die nicht determiniert sind, also fiir keinen der Spieler
eine Gewinnstrategie besitzen.
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Beschrinkt man sich jedoch auf Gewinnmengen, die gewisse topologische Eigen-
schaften besitzen, so zeigt sich dafl die dazugehorigen Spiele sehr wohl determi-
niert sind. Gale und Stewart zeigten dies fiir Spiele mit offenen, bzw. abgeschlos-
senen Gewinnmengen. Die Begriffe offen und abgeschlossen definieren sich dabei
iiber die sogenannte Cantor-Topologie auf w-Wortern aus {0, 1}*. Die offenen und
abgeschlossenen Mengen bilden hierbei gerade die unterste Stufe der sogenannten
Borel-Hierarchie.

Im Jahre 1955 gelang es Ph. Wolfe zu zeigen, dafl auch Spiele mit Gewinnmengen
in der zweiten Stufe der Borel-Hierarchie determiniert sind. M. Davis erweiter-
te das Resultat 1964 in [Dav64| auf die dritte Stufe der Borel-Hierarchie. Eine
umfassende Aussage wurde dann 1975 von D. A. Martin bewiesen. Martin zeigte
daf alle Spiele mit Gewinnmengen in einer beliebigen Stufe der Borel-Hierarchie
die Eigenschaft der Determiniertheit besitzen.

Eine interessante Klasse von unendlichen Spielen ergibt sich, wenn man sich auf
requlire Gewinnmengen beschrinkt. Die Regularitdt der Gewinnmenge erlaubt es
dann, den Gewinner einer Partie durch einen endlichen Automaten zu bestimmen.
Da die reguldren Mengen in der dritten Stufe der Borel-Hierarchie enthalten sind
ist es klar, daf} die dazugehorigen Spiele determiniert sind. Von Interesse ist jetzt
also nicht mehr die Frage, ob immer einer der Spieler eine Gewinnstrategie hat,
sondern vielmehr welcher es ist und wie dessen Gewinnstrategie aussieht.

J. R. Biichi und L. H. Landweber haben 1969 in [BiicLan69] gezeigt, dal Gewinner
und Gewinnstrategien sich effektiv bestimmen und die Gewinnstrategien sich
sogar durch einen endlichen Automaten darstellen lassen.

Die Méglichkeit, die reguldren Gewinnmengen durch endliche Automaten defi-
nieren zu konnen, 148t sich nutzen, um ein etwas spezielleres Spielmodell, als das
von Gale und Stewart, zu entwickeln. Robert McNaughton schligt in [McN93|
folgende Modellierung vor: Auf einem Spielbrett befinden sich eine Zeichnung ei-
nes endlichen Graphen sowie ein Spielstein, der von beiden Spielern abwechselnd
iiber die Kanten des Graphen von Knoten zu Knoten geschoben werden muS.
Der Graph ist dabei so beschaffen, dafl stets mindestens ein Zug méglich ist. Das
Spiel endet somit nie, und der Gewinner wird aus der Menge der im Laufe des
Spiels unendlich oft besuchten Knoten bestimmt. Der endliche Graph ist dabei
in gewisser Weise ein endlicher Automat, der den Gewinner des Spiels ermittelt.
McNaughton zeigt dann unter anderem die folgende Aussage: Es hat immer einer
der beiden Spieler eine LVR-Gewinnstrategie, welche sich auch effektiv bestim-
men l&8t. Eine LVR-Strategie ist eine Strategie, die sich nur auf das sogenante
,Last Visitation Record® einer Stellung bezieht, das anschaulich alle Knoten in
der Reihenfolge des jeweils letzten Besuches des Spielsteins enthélt.
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Man kann die LVR-Gewinnstrategie eines Spiels, bedingt durch die Endlichkeit
der Menge aller LVR, als einen endlichen Automaten darstellen, dessen Zustands-
anzahl allerdings, bedingt durch die Anzahl moglicher ,Last Visitation Records®,
von der Groflenordnung O(n!) ist, wobei n die Anzahl der relevanten Knoten des
Spiels ist. Relevant ist ein Knoten des Graphen, wenn er zu einer Menge spe-
ziell gekennzeichneter Knoten gehort, die zur Definition der Gewinnbedingung
benutzt werden.

McNaughton charakterisiert in seinem Artikel auch eine Unterklasse der regulédren
Spiele, die sogenannten No-Memory-Spiele, welche sich durch besonders einfa-
che Gewinnstrategien auszeichnen. Er gibt weiterhin eine notwendige Bedingung
an, die alle No-Memory-Spiele erfiillen. Wir werden in dieser Arbeit neben den
No-Memory-Spielen noch die Klasse der VS-Spiele einfithren und fiir beide Spiel-
klassen hinreichende Bedingungen aufzeigen. Auflerdem werden wir Verfahren
vorstellen, die No-Memory- bzw. VS-Strategien solcher Spiele zu bestimmen.

1.2 Uberblick

Im zweiten Kapitel werden wir uns den Grundlagen der unendlichen Spiele auf
endlichen Graphen und deren Strategien widmen. Wir werden einen kleinen Ein-
blick in die Theorie der w-Sprachen und der Automatentheorie auf unendlichen
Wortern nehmen. In jedem dieser Gebiete, werden wir Sprechweisen und Defini-
tionen einfiihren, die fiir die formale Behandlung der unendlichen Spiele in den
folgenden Kapiteln nétig sind.

Der Ansatz von McNaughton wird dann im dritten Kapitel vorgestellt. Wir ha-
ben versucht die spieltheoretischen Begriffe, die bei McNaughton eher umgangs-
sprachlich eingefiihrt werden, weitestgehend zu formalisieren. Im Abschnitt 3.2
geben wir eine Ubersicht iiber die in dieser Arbeit untersuchten Strategieklassen.

Eine wesentliche Idee in dieser Arbeit ist es, die allgemeinen Spiele nach dem An-
satz von McNaughton nach bestimmten Kriterien in Klassen einzuteilen, so dafl
sich ,einfachere“ Gewinnstrategien berechnen lassen, als dies mit dem Verfah-
ren von McNaughton moglich ist, das ja die sogenannten LVR-Strategien liefert.
FEinfacher bedeutet in diesem Zusammenhang entweder, daf} die endlichen Au-
tomaten, die die Gewinnstrategien darstellen, kleiner werden (beziiglich der Zu-
standsmenge), oder deren Konstruktion weniger zeitaufwendig ist. Mit dem Ziel
so einer Klasseneinteilung werden wir in Abschnitt 3.3 die endlichen Graphen
eines Spiels nach McNaughton mit einem geeignetem Alphabet beschriften, und
so in sogenannte Muller-Automaten iiberfithren. Muller-Automaten sind endliche
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Automaten, die unendlich lange Worter akzeptieren. Die von diesen Automaten
erkannten sogenannten w-Sprachen lassen sich dann in die Borel-Hierarchie ein-
ordnen. Wie wir dann zeigen werden, ist die Borel-Klasse, in die ein Spiel so
eingeordnet wird, von der Art der Beschriftung vollig unabhingig.

Im Kapitel 4 werden wir dann den verschiedenen Spielklassen Strategieklassen
zuordnen. Es wird sich dabei herausstellen, dal es im wesentlichen drei Klassen
von Spielen gibt, deren Gewinnstrategien sich in ihrer Komplexitit unterscheiden.

In der ersten Stufe der Borel-Hierarchie lassen sich alle Spiele mit einer soge-
nannten No-Memory-Strategie gewinnen. Bei diesen Strategien werden keinerlei
Kenntnisse iiber den Partieverlauf benutzt, sodal an einem Knoten des Spiel-
graphen zu jedem Zeitpunkt der gleiche Zug gemacht wird. Der dazugehorige
Strategie-Automat hat folglich die gleiche Griéfie wie der Spielgraph selbst, er en-
steht aus diesem im Wesentlichen durch Streichung von Kanten. Die No-Memory-
Strategien stellen sich somit als einfachste Strategien fiir Spiele auf endlichen
Graphen dar.

Liegt ein Spiel in der zweiten Stufe der Borel-Hierarchie, so werden wir Gewinn-
strategien ermitteln, die sich auf ein sogenanntes Visitation Set VS stiitzen. Das
VS ist stets eine Teilmenge der Knotenmenge des Spielgraphen und die Menge
aller moéglichen VS hat somit eine maximale Michtigkeit von 2". Die Strategie-
Automaten, die wir dann konstruieren werden, haben folglich eine Gréf8enordnung
von O(2").

Die reguléren Spiele schliellich, die innerhalb der dritten Stufe der Borel-
Hierarchie liegen, lassen sich mit den von McNaughton bestimmten LVR-
Strategien gewinnen. Die Strategie-Automaten haben dann allerdings eine Gréfie
von O(n!).

Die Bestimmung der Gewinnstragien fiir die ,einfacheren® Spiele, sprich Spiele
aus der ersten und zweiten Stufe der Borel-Hierarchie, werden wir vornehmen,
indem wir die Spiele aus den einfacheren Spielklassen in Spiele auf speziellen Au-
tomaten iiberfiihren, die entsprechend vereinfachte Akzeptanzbedingungen auf-
weisen. Fiir diese Spiele, die im allgemeinen eine gréflere Knotenmenge haben,
lassen sich jedoch sehr viel einfacher Gewinnstrategien berechnen. Wir sind sogar
in der Lage, fiir diese Spiele No-Memory-Gewinnstrategien zu konstruieren. Auf
diese Weise erhalten wir auch auf direktem Weg Gewinnstrategie-Automaten fiir
die urspriinglichen Spiele.

Im fiinften Kapitel werden wir dann fiir jedes dieser speziellen Spiele, es han-
delt sich dabei um die sogenannten Spiele mit 1-Akzeptanz, die deterministischen
Biichi-Spiele und die Spiele mit Occurrence Check, die Gewinnstrategien bestim-
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men und einen Algorithmus zur Konstruktion dieser Strategien angeben. Eine
Komplexitiatsbetrachtung zu den Konstruktionsalgorithmen schliefit sich jeweils
an. Wir werden zeigen, dafl die Konstruktion der Gewinnstrategien bei Spie-
len mit 1-Akzeptanz eine Zeitkomplexitiit von O(n3), und bei deterministischen
Biichi-Spielen eine Zeitkomplexitiit von O(n?) hat.

Eine knappe Zusammenfassung dieser Arbeit, und Ausblicke auf offene Fragen
findet man dann in Kapitel 6.

Im Anhang befinden sich zum Abschlufl der Arbeit Sourcecodelistings von kon-
kreten Implementationen einiger der vorgestellten Algorithmen in der Program-
miersprache C. Entwickelt wurde dieses Programm auf einem PC mit Unix-
Betriebssystem.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 w-Sprachen

Eine w-Sprache ist eine Menge von unendlichen Woértern iiber einem endlichen
Alphabet. Sei ¥ so ein endliches Alphabet, dann ist

¥ ={apa1as...|a; € ¥ fiir alle i € IN}

die Menge aller w-Worter iiber 3.

Auf den w-Wortern 148t sich eine Metrik definieren:
d: YY xY¥Y s IR

0 falls Vi € IN : a; = b;
aoay ..., boby...) — n e
(01 ov1 ) {(%)

mit n = min(ila; # b;) sonst

Zusammen mit dieser Metrik wird die Menge ¥“ zu einem metrischen Raum
(X¢,d). Um eine Topologie auf den w-Wortern definieren zu koénnen, brauchen
wir noch die Begriffe der Umgebung und der offenen Menge.

Definition 2.1 Sei (X, d) ein metrischer Raum, w € X und r > 0. Dann
heifit
B(w,r) :={z € X|d(w,z) <r}

die offene Kugel mit Mittelpunkt w und Radius r beziiglich der Metrik d.
Eine Teilmenge U C X heif3t Umgebung von w, falls ein ¢ > 0 existiert, mit

B(w,e) CU.

9
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Der Begriff der Umgebung erlaubt uns dann eine Definition der offenen Menge.

Definition 2.2 Eine Teilmenge U eines metrischen Raumes (X, d) heifit
offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer Punkte ist, d.h. wenn zu jedem w € U
ein € > 0 existiert, so daf3

B(w,e) C U.

Eine Teimenge U eines metrischen Raumes (X, d) heifit abgeschlossen, wenn
das Komplement X \ U offen ist.

Die oben definierte Metrik induziert somit eine Topologie auf >“, die sogenannte
Cantor-Topologie.

Fiir den metrischen Raum (X, d) bezeichnen wir die Menge der offenen Sprachen
mit G und die Menge der abgeschlossenen Sprachen mit F'. Weiterhin bezeichnen
wir die Menge, der als Ergebnis abzéhlbar vieler Durchschnitte von offenen Spra-
chen zu erhaltenden Sprachen, mit G4, und die Menge, der als Ergebnis abzéhlbar
vieler Vereinigungen von abgeschlossenen Sprachen zu erhaltenden Sprachen, mit
F,. Setzt man die Kette der abzédhlbaren Vereinigungen bzw. Durchschnitte fort,
so erhélt man die Borel-Hierarchie der w-Sprachen.

Definition 2.3 Sei ¥ ein endliches Alphabet und d die oben definierte
Metrik auf ¥“. Wir definieren dann

G = {L C X¥“|L ist offene Menge in (X“,d)}
F := {L C X“|L ist abgeschlossene Menge in (X*,d)}
Gs = {LCXY|L= () L; mit M abzéhlbar und Vi € M : L; € G}
ieM
F, = {LCXL=J L; mit M abzéhlbar und Vi€ M : L; € F}
ieM
Gsy = {LCYXY|L= U L; mit M abzdhlbar und Vi € M : L; € Gs}
ieM
F,s = {LC¥’|L= ﬂ L; mit M abzdhlbar und Vi€ M : L; € F,}
ieM

Diese Mengenfolge nennen wir die Borel-Hierarchie der w-Sprachen.
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Bemerkung 2.1 Fiir die Mengen der Borel-Hierarchie gelten folgende zu-

sammenhinge:
G C Gs , G C F,
F c F, , F Cc Gs
G(s C G(jg , G(s C Fms
F, Cc F,s , F, C G

Man kann diese Beziehungen in einem Mengendiagramm verdeutlichen:

G G5U

GNF GsNF, Gss N Fys
\ /

/\/\

FUJ

Jede der Linien in diesem Diagramm stellt eine Mengeninklusion dar, dabei
ist jede Inklusion echt (vgl. z.B. [Mos80]).

2.2 Automaten als endliche Graphen
Zunéchst mochten wir ein paar niitzliche Definitionen angeben:

Definition 2.4 Sei @) eine endliche Zustandsmenge, dann definieren wir

In : Qv — 29
$081... — {qeQ|FielIN:s;=q}.

In(o) gibt uns die Menge von Zusténden an, die in der Zustandsfolge o
unendlich oft vorkommen.

Occ : Qv — 29
s051... — {¢eQ|F € IN :s;, =q}.
Occ(o) gibt uns die Menge von Zusténden an, die in der Zustandsfolge o
iiberhaupt vorkommen.

In der Theorie der w-Sprachen gibt es, genau wie in der Theorie der endlichen
Sprachen, Automatenmodelle, die uns helfen die Sprachen in Klassen einzuteilen.
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Als erstes wollen wir das Automatenmodell von Biichi erwidhnen, das nichtdeter-
ministisch ist.

Definition 2.5 (Biichi-Automat) Ein Biichi-Automat wird repréisen-
tiert durch ein Quintupel A = (Q, %, A, o, F') mit

@ eine endliche Zustandsmenge,

Y ein endliches Alphabet,

A C @ x X x @ eine Transitionsrelation,

Qo € @ ein Anfangszustand und

F C @ eine Menge von Endzusténden.
Sei @ = apay ... € X¥ ein w-Wort iiber dem Alphabet X. Ein Lauf von A
auf « ist eine Folge o = s¢s1 ... mit sg = ¢y und (s;, a4, $;11) € A fiir alle

i > 0. Der Lauf heifit akzeptierend, wenn In(o) N F # () gilt, also wenn ein
Zustand aus F' unendlich oft besucht wird.

A akzeptiert ein Wort a € ¥¥ genau dann, wenn es einen akzeptierenden
Lauf von A auf « gibt.

Der Nichtdeterminismus in der Definition des Biichi-Automaten ist von funda-
mentaler Wichtigkeit. Beschrinkt man sich auf eine deterministische Variante,
den sogenannten deterministischen Biichi-Automaten, so erhélt man eine echt
kleinere Klasse von erkennbaren Sprachen.

Ein weiteres Automatenmodell, dafl genauso méchtig ist, wie das des Biichi-
Automaten, aber nicht den Nachteil des Nichtdeterminismus beinhaltet, ist der
Muller-Automat.

Definition 2.6 (Muller-Automat) Ein Muller-Automat wird représen-
tiert durch ein Quintupel A = (@, %, 6, go, F) mit

(@ eine endliche Zustandsmenge,

> ein endliches Alphabet,

0: @ x X — @ eine Transitionsrelation,

qo € @ ein Anfangszustand und

F C 29 eine Sammlung von Endzustandsmengen.

Sei @ = apay ... € X¥ ein w-Wort iiber dem Alphabet ¥. Der eindeutig
bestimmte Lauf von A auf « ist eine Folge 0 = sps1... mit s = ¢ und
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Sit1 = 0(s;, a;) fiir alle ¢ > 0. Der Lauf heifit akzeptierend, wenn In(o) € F
gilt, also wenn die unendlich oft besuchten Zustinde genau einer Endzu-
standsmenge aus JF entsprechen.

A akzeptiert ein Wort o € X¢ genau dann, wenn der Lauf von A auf « ein
akzeptierender Lauf ist.

Robert McNaughton zeigte 1966, dafl diese beiden Automaten-Modelle dquivalent
sind.

Satz 2.1 (McNaughton) Eine w-Sprache ist genau dann regulér, d.h.
Biichi-erkennbar, wenn sie Muller-erkennbar ist.
O

Landweber gab 1969 eine Charakterisierung von reguliren w-Sprachen an, die
sich mit verschiedenen Akzeptanzbedingungen eines deterministischen endlichen
Automaten beschiftigt.

Definition 2.7 (1-Akzeptanz, 2-Akzeptanz) Sei A = (Q,%,9,q, F)
ein deterministischer endlicher Automat iiber dem Alphabet ¥ und o € ¥¥.
Sei 0 = 5p87 ... der eindeutig bestimmte Lauf von A auf a.

A l-akzeptiert « < Fi€ IN:s; € F
A 2-akzeptiert « & FY1€IN:s; € F

Eine Sprache L C X heifit 1-erkennbar, bzw. 2-erkennbar, wenn ein de-
terministischer endlicher Automat existiert der L 1-akzeptiert, bzw. 2-
akzeptiert.

Die Sprachklassen der Borel-Hierarchie korrespondieren mit den Automaten mit
1-Akzeptanz bzw. 2-Akzeptanz wie folgt:

Satz 2.2 (Landweber)

1. Eine reguldre w-Sprache ist genau dann in GG, wenn sie 1-erkennbar ist.

2. Eine reguldre w-Sprache ist genau dann in G, wenn sie 2-erkennbar
ist.

3. Es ist entscheidbar, ob eine regulire w-Sprache (z.B. gegeben durch
einen Muller-Automaten) 1-erkennbar bzw. 2-erkennbar ist.
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O

Wie bereits vorher erwihnt, bestétigt sich hier die Tatsache, dafl deterministi-
sche Biichi-Automaten, die nichts anderes als deterministische endliche Automa-
ten mit 2-Akzeptanz sind, weniger méchtig sind, als nichtdeterministische Biichi-
Automaten.

Bemerkung 2.2 Die Sprachklassen lassen sich auch ohne die Zuhilfenah-
me von Automaten charakterisieren. Setzen wir

lim W :={apa; ... € ¥*|Fn:aq...a, € W},
dann konnen wir feststellen:

1. Eine w-Sprache L C ¥* wird genau dann von einem deterministischen
Biichi-Automaten erkannt, wenn L = lim W fiir eine regulire Menge
W C ¥~

2. Eine w-Sprache L C ¥* wird genau dann von einem deterministischen
endlichen Automaten l-erkannt, wenn L = WX fiir eine regulire
Menge W C -



Kapitel 3

Unendliche Spiele auf
Muller-Automaten

Spiele mit unendlicher Dauer wurden zum erstenmal von Gale und Stewart
[GalSte53| behandelt. Biichi und Landweber beschiftigten sich in [BiicLan69] mit
Spielen unendlicher Dauer, deren Gewinnbedingungen mit Hilfe des ,sequential
calculus® S1S formuliert werden. Einen ganz anderen Weg ging Robert McN-
aughton in [McN93|, der einen endlichen Graphen als ,Spielfeld“ betrachtet, und
durch eine den Muller-Automaten entlehnte Akzeptierbedingung den Gewinner
feststellt.

3.1 Der Ansatz von McNaughton

Definition 3.1 (Unendliches Spiel) Ein Spiel G wird représentiert
durch ein Sextupel (@, @1, Q2, K, W, 2) mit

QiUQy=Q #0,

QiNQ2 =10,

Ve K:3¢1 € Q1,00 € Qa:k=(q1,02) Vk=(q,q),
VgeQ:3¢ €Q: (¢,¢) € K,

W C @ und

AL

Dabei bezeichnet () die Knotenmenge eines bipartiten gerichteten Graphen,
{Q1, Q2} eine Partitionierung von @, K die Kantenmenge des Graphen, W

15
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die Menge der relevanten Knoten von G und €2 die Akzeptanzmenge des
Spiels. Die Spieler ziehen abwechselnd eine imaginidre Markierung entlang
der Kanten aus K, wobei Spieler ¢+ am Zug ist, wenn die Markierung auf
einem Knoten aus (); liegt. Spieler 1 gewinnt das Spiel genau dann, wenn
die Menge der unendlich oft besuchten Knoten aus W Element von (2 ist,
andernfalls gewinnt Spieler 2.

Um diese umgangssprachliche Gewinnbedingung zu prézisieren, sind noch ein
paar Definitionen notwendig.

Definition 3.2 (Partie,Gewinnpartie) Sei G = (Q, @1, Q2, K, W, Q) ein
Spiel.

P;={p=qoq1-.- € Q“\Vi € IN : (¢;,q:11) € K}
bezeichnet die Menge der Partien von G,

Pgq={aa ... € Pglgo = q}
die Menge der Partien von G, die mit dem Knoten ¢ beginnen.
Die Gewinnpartien von Spieler 1 liegen in der Menge
Gy = {p S Pg|IIl(p) NW e Q},

die von Spieler 2 in der Menge

G2 IZPg\Gl.

Ein Ablauf des Spiels G sieht also folgendermaflen aus: Eine Markierung wird auf
einen Anfangsknoten gy € () gelegt. Die beiden Spieler ziehen nun abwechselnd
die Markierung von einem Knoten zu einem seiner Nachbarknoten. So entsteht
eine unendliche Folge von Knoten, eine Partie aus Fy 4,. Spieler ¢ hat die Partie
genau dann gewonnen, wenn die Partie in G; liegt.

Betrachtet man ein endliches Anfangsstiick einer Partie, so fiihrt dies auf den
Begrift der Stellung.

Definition 3.3 (Stellung) Sei G = (Q, Q1, Q2, K, W, ) ein Spiel.

Sg = {So...Sn € Q+|v] S {]-a’n} : (ijl,Sj) € K}

bezeichnet die Menge aller Stellungen von G. Gilt fiir ein s = s4...5, € g,
daB s, € @, so ist in dieser Stellung Spieler ¢ am Zug. Wir bezeichnen die
Menge aller Stellungen in denen Spieler i am Zug ist mit Sg ;.
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In einer Stellung, in der ein Spieler am Zug ist, kann er die Folgestellung bestim-
men und damit den weiteren Verlauf der Partie beeinflulen. Die Art und Weise
in der er seinen Zug wihlt, bezeichnet man als Strategie.

Definition 3.4 (Strategie) Sei G = (Q, Q1, Q2, K, W, ) ein Spiel. Eine
Strategie fiir Spieler ¢ im Spiel G ist eine Funktion

7:S5g; — Q3-4, 8081 - Sp F> Spa1
mit (S, Spt1) € K.
Tg,; = {7|r ist Strategie fiir Spieler ¢ im Spiel G}
fiir i € {1, 2} ist somit die Menge aller Strategien fiir Spieler ¢ im Spiel G.

Ist ein Spieler in der Stellung s = s¢s; ... s, am Zug und spielt gem&f der Stra-
tegie 7, so ergibt sich die Folgestellung s' = s¢s; ... s,7(s).

Fiihrt die Strategie eines Spielers gegen alle méglichen Strategien des Gegners zu
einer Gewinnpartie, so bezeichnet man diese Strategie als Gewinnstrategie.

Definition 3.5 (Gewinnstrategie) Sind 7, € Ty ; und ¢o € @ und gilt
V€ Tgo: qoqug - - . € G,

mit ¢; = { (- gia) falls gia € Q1 gy e v,

T2(qo ... gi—1) falls ¢;_1 € Qo

so ist 7 eine Gewinnstrategie fiir Spieler 1 in G, beim Spielen vom Knoten
go aus. Analog definieren wir die Gewinnstrategien fiir Spieler 2. Die Menge
der Knoten, von denen aus Spieler ¢ eine Gewinnstrategie hat, nennen wir
Wg.i- Da G determiniert ist, gilt

WoiUWgo =Q

und

Wgyl N Wg,g = 0.

3.2 Strategien

Es existieren verschiedene Typen von Strategien, die sich darin unterscheiden,
in welchem Ausmaf} sie vom bisherigen Spielverlauf abhingen. Die einfachsten
Strategien sind die No-Memory-Strategien, die sich nur auf den zuletzt besuchten
Knoten beziehen.
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Definition 3.6 (No-Memory-Strategie) Eine Strategie 7 € Ty, heifit
No-Memory-Strategie, wenn fiir alle Stellungen s, = qo...¢j, 52 = ¢(...q;, €
Def(7) mit ¢; = ¢ gilt: 7(s1) = 7(s2). Die No-Memory-Strategien sind
somit genau die Strategien, die nicht vom gesamten bisherigen Spielverlauf,
sondern nur vom aktuellen Zustand abhéingen.

Ein Spiel G heifit No-Memory-Spiel, wenn von jedem Knoten aus einer der
beiden Spieler eine No-Memory-Gewinnstrategie hat.

In manchen Spielen ist es fiir eine Gewinnstrategie wichtig, im Verlaufe des Spiels
immer wieder eine der Endzustandsmengen aus €2 vollstindig zu besuchen. Wir
mochten fiir Strategien dieser Art die Bezeichnung VS-Strategien verwenden. Das
,, Visitation Set“ VS einer Stellung soll diejenigen Knoten aus W enthalten, die
seit der letzten Riicksetzung des VS besucht wurden. Sobald eine Menge aus {2
in VS enthalten ist, wird das VS auf die leere Menge zuriickgesetzt.

Definition 3.7 (VS-Strategie) Sei G = (Q, @1, Q2, K, W,Q) ein Spiel.
Das ,,Visitation Set“ VS einer Stellung definieren wir folgendermaflen:

VS: Sg — 2W,
VS(q) = 0 fiir alle g € Q
Sei nun s € Sg und g € @, dann ist

0 fallsqe WAIF € Q: F CVS(s) U{q}
VS(sq) = ¢ VS(s)U{q} fallsqe WAVF e€Q:F Z VS(s)U{q}
VS(s) falls q ¢ W

Eine Strategie 7 € Ty ; heifit V.S-Strategie, wenn fiir alle Stellungen

§1=q0---Gj,52 = qp - - - g, € Def(7)

mit VS(s1) = VS(s2) und ¢; = g, gilt: 7(s1) = 7(s2).

Ein weiterer Typ von Strategien ist der der LVR-Strategien. Diese Strategien
zeichnen sich dadurch aus, dafl sie nur vom sogenannten ,, Last Visitation Record"
LVR einer Stellung abhiingen. Das LVR ist im Wesentlichen ein Element aus der
Menge der Permutationen von W, an dem sich ablesen 148t, in welcher Reihenfolge
die Knoten aus W zuletzt besucht wurden.

Definition 3.8 (LVR-Strategie) Sei G = (Q, Q1, @2, K, W, Q) ein Spiel.
Das ,Last Visitation Record“ LVR einer Stellung kann man wie folgt in-
duktiv definieren:
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LVR: Sg — {w...w, € WSWIVi £ 5 € {1,....n} : wi # w,},

LVR(e) = ¢

Sei nun s € Sg, LVR(s) = wy ... w, und ¢ € @, dann ist

Wy . . . Wy, falls g ¢ W
LVR(sq) =< wp...wnq falls g € W A q & {wy,...,w,}
Wy .. -Wi—1Wit1-..q fallsge W Aq=w;

Eine Strategie 7 € Ty ; heiit LVR-Strategie, wenn fiir alle Stellungen
S$1=qo...qj,S2=4qp---q € Def(r)
mit LVR(s1) = LVR(s2) und ¢; = ¢;, gilt: 7(s1) = 7(s2).

3.3 Beschriftung von Spielgraphen

Ein Spiel G 148t sich mit Hilfe einer Beschriftungsfunktion g in einen verallgemei-
nerten Muller-Automaten Ag y, g liber einem passenden Alphabet X iiberfiihren.
Mit verallgemeinert ist in diesem Zusammenhang, das Fehlen eines ausgezeich-
neten Anfangszustandes gemeint. Ein Alphabet ist passend, wenn die maximale
Anzahl von Kanten, die von einen Knoten in G ausgehen, kleiner oder gleich des-
sen Machtigkeit ist. Es werden dann alle Kanten des Graphen derart beschriftet,
daf} sich ein deterministischer Automat ergibt.

Definition 3.9 (Beschriftung) Sei G = (Q, @1, Q2, K, W, 2) ein Spiel, 3
ein Alphabet mit

2] = max(d.(q))

und

B:K—2"mitVgeQ: |J B((g.¢) =3

(0,4)EK

dann definieren wir Ag x5 := (Q, %, 0, F) wobei 0 : Q X X — @, (¢,a) — ¢
falls ein k = (q,¢') € K mit a € B(k) existiert und F = {F € 2°|F NW €
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Wihlt man nun noch einen Anfangszustand ¢y € @, so lafit sich die von
Agsps = (Q,%,9,F) erkannte Sprache definieren als L, (Agxpg) = L(A').
A= (Q,%,6,q, F) ist dabei ein Muller-Automat nach iiblicher Definition. Mit
L(Ag s ) bezeichnen wir {L,(Agxs)|¢ € @}, die Menge aller von diesem Auto-
maten erkennbaren Sprachen, bei entsprechender Wahl des Anfangszustandes.

Im Folgenden wollen wir uns mit der topologischen Zugehorigkeit der Sprachen
aus L(Ag s ) beschiftigen. Landweber stellte in [Lan69] eine Charakterisierung
von Automaten beziiglich der 1-Akzeptanz und 2-Akzeptanz vor. Eine iibersicht-
liche Darstellung findet man in [Tho90]:

Lemma 3.1 Es gibt effektive Verfahren einen Muller-Automaten A in
einen Muller-Automaten A; bzw. As zu iiberfiihren, so dafi L(A4;) 1-
erkennbar ist, L(Az) 2-erkennbar ist und

LA eG—= A=A

sowie

L(A) € Gs <= A = A,.

O

Wir mochten im folgenden ein #hnliches Lemma beweisen, dafi sich mit ver-
allgemeinerten Muller-Automaten beschéftigt. Der Beweis ist in groflen Teilen
identisch mit dem aus [Tho90]. Die konstruktiven Elemente des Beweises werden
spiter bei der Bestimmung von Strategien wichtig sein.

Lemma 3.2 Es gibt effektive Verfahren einen verallgemeinerten Muller-
Automaten A in verallgemeinerte Muller-Automaten A; bzw. A, zu
iiberfithren, so dal L(A4,) C G, L(As) C G5 und

LA CG<= A=A

sowie

L(A) CGs <= A= A,.

Beweis Sei A = (Q,%,0,F) ein verallgemeinerter Muller-Automat. Als
»Schleife von A“ bezeichnen wir eine stark zusammenhéngende Teilmenge
von (), wobei wir A als einen gerichteten Graphen betrachten.

(1) Wir nennen einen Zustand ¢ von A genau dann einen , F-Zustand,
wenn ¢ in einer Schleife von A liegt, die eine Menge aus F bildet. Sei
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nun F; die Menge, die wir erhalten, wenn wir F um die Schleifen von A
erweitern, die von einem F-Zustand aus erreichbar sind. A; = (@, %, 0, F1)
ist dann der gesuchte verallgemeinerte Muller-Automat.

Setzen wir Fy := Upcr, F, so ist A; dquivalent zu A} = (Q, %, 6, F;) mit
1-Akzeptanz, denn fiir jedes ¢y € @ und jedes a € ¥¥ gilt: Ein Lauf von A
auf a0 von gy aus erreicht genau dann einen Zustand aus F}, wenn ein Lauf
von A; auf « von gy aus schliefflich nur noch Zusténde in einer Schleife aus

F liefert.

Ist nun A = A, so gilt auch L(A) C G. Zu zeigen bleibt also noch, daf
A = A; auch aus L(A) C G folgt. Hierzu miissen wir zeigen, da§ 73 C F
gilt.

Sei F' € Fi, dann existiert ein F-Zustand ¢ von A, von dem aus die Schleife
F' erreicht werden kann. Da ¢ ein F-Zustand ist, gibt es ein w-Wort o €
L,(A), auf dem A schliefilich in eine Schleife aus F grét, die ¢ enthélt. Da
L,(A) € G ist, existiert ein regulires W C X¢ mit L,(A) = WX¥. Somit
gibt es ein w € W, das Prifix von « ist. Weiterhin gilt fiir alle 5 € X¥:
wf € Ly(A). Jede Schleife, die von g aus erreichbar ist, und somit auch F,
wird folglich von einem w-Wort aus L,(.A) induziert. Es folgt F' € F.

(2) Ay wird wie folgt aus A durch Erweiterung von F zu F;, konstruiert:

Fiir jedes ¢ in einer Schleife F' € F und jede Schleife E, die ¢ enthilt, fiige
FUFE zu F, hinzu.

L, (A2) ist 2-erkennbar fiir alle go € @): Wir konstruieren hierzu einen deter-
ministischen Biichi-Automaten Aj, der wie A arbeitet und sich zusétzlich in
einem ,,Zustandsspeicher“ S die bereits besuchten Zustéinde merkt, und die-
sen stets auf () zuriicksetzt,wenn S eine F-Menge enthilt. Die Zustinde von
Al haben die Form (g, S) € @ x2% und der Automat gelangt beim Lesen des
Buchstabens a € ¥ vom Zustand (g, S) in den Zustand (6(g, a), SU{(g,a)})
falls S U {6(¢g,a)} keine F-Menge enthilt, und in den Zustand (4(g, a), 0)
andernfalls. Der Anfangszustand ist (gq,#) und {(¢q,0)|q € Q} ist die End-
zustandsmenge.

2-Akzeptanz fiir A}, bedeutet, dafl A}, auf einem o € 3¢ schliefilich nur noch
Zustinde aus einer Schleife F' annimmt, die die Erweiterung einer Menge
aus F ist. Es gilt o € L(A}) <= a € L, (Az), und damit L, (As) € G fiir
alle g € @, also L(Ay) C Gj. Gilt A= Aj, so gilt auch L(A) C Gs.

Gelte nun L(A) C G5 und seien F € F und E C @ zwei Schleifen mit
gemeinsamen Zustand g. Wir zeigen F U E € F (und somit F = F3).

Nach Voraussetzung ist L,(A) € G, also etwa L,(A) = limWW fiir ein
regulidres W C *. Uber die Schleife F' kénnen wir ein w-Wort o € ¢ kon-
struieren, das ein Prifix u; € W hat. Von 6*(q, u1) laufen wir die Schleife F'
weiter, bis wir wieder bei ¢ angelangt sind (sagen wir mit dem Wort v;), und
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weiter {iber die Schleife E zuriick nach ¢ (sagen wir mit dem Wort w,). Wie-
derholtes Anwenden dieses Verfahrens liefert ein w-Wort u,v;wquavws . . .,
das in limW enthalten ist und A schliefflich genau die Zustinde aus FU F
annehmen 148t. Somit gilt F U E € F.

O

Wir haben mit dem letzten Lemma gezeigt, dafi bei einem beschrifteten Spiel-
graphen die Zugehorigkeit der von ihm erkannten Sprachen zu einer Klasse der
Borel-Hierarchie effektiv getestet werden kann. Es dréngt sich jetzt natiirlich die
Frage auf, ob ein Spiel durch verschiedene Beschriftungen auch Sprachen aus
verschiedenen Borel-Klassen erkennt. Genauere Betrachtung des Beweises von
Lemma 3.2 148t die interessante Schluflfolgerung zu, dafl sich durch verschiedene
Beschriftungen keineswegs andere Borel-Klassen erreichen lassen.

Folgerung 3.1 Ist G = (Q, Q1,Q2, K, W, Q) ein Spiel und sind 3,5 Be-
schriftungen iiber X, so gilt

L(Ag,z,g) CGE <= L(Ag,z,ﬂ/) -ye

sowie
L(Ag,g,g) C G5 — L(Ag,gygr) C Gs.

Die Giiltigkeit dieser Behauptung 148t sich aus dem Lemma 3.2 ableiten, da
in dessen Beweis nur vergroflerte Endzustandsmengen konstruiert werden,
ohne auf konkrete Beschriftungen von Transitionen Bezug zu nehmen.

O

Da nun die Sprachen, die von einem beschrifteten Spiel erkannt werden, in der
Borel-Klassifizierung nicht von der Beschriftung abhiingig sind, bietet es sich an,
diese Klassifizierung auf Spiele auszuweiten. Wir werden also im Folgenden auch
Spiele in die Borel-Hierarchie einordnen.

Definition 3.10 Sei G ein Spiel und f eine beliebige Beschriftung iiber
einem passenden Alphabet ¥. Wir definieren nun

G ist ein Spiel aus H <= L(Agyx ) C H
fiir alle Sprachklassen H C 2*°.

Wir interessieren uns hauptséichlich fiir Sprachklassen aus der Borel-Hierarchie,
deshalb ist fiir uns wichtig:
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G ist ein Spiel aus G <= L(Agss) C G
G ist ein Spiel aus G5 <= L(Agss) C Gs.
G ist ein Spiel aus ' <= L(Agxg) C F
G ist ein Spiel aus F, <= L(Agyxg) C F,.

Eine explizite Beschriftung eines Spiels zur Klassifizierung ist nicht unbedingt
erforderlich, wie die folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 3.1 Man kann bei der Klassifizierung eines Spiels auch auf
eine Beschriftung verzichten, indem man die Partien aus Q)“ betrachtet und
die Borel-Hierarchie analog durch eine Definition der Cantor-Topologie auf
Q¥ charakterisiert.

Diese Vorgehensweise kann man auch als eine spezielle Beschriftung verste-
hen, also etwa (((q,¢')) = ¢'. Diese Beschriftung ist zwar nicht vollstéindig,
aber die Zugehorigkeit des Spiels zu einer Klasse der Borel-Hierarchie wird
hierdurch nicht verfilscht.

Die Einordnung in die Borel-Klassen F' und Fj, 148t sich nicht direkt iiber die Kon-
struktion aus Lemma 3.2 erreichen. Wenn man jedoch von den komplementiren
Automaten der beschrifteten Spiele, das heifit den Automaten mit 29\ F anstelle
von F, ausgeht, liefert die Konstruktion genau die gewiinschte Eigenschaft.

3.4 Komplemente

Der Begriftf des Komplements 1483t sich nicht ohne weiteres von den Sprachen und
Automaten auf Spiele iibertragen. Schuld daran ist eine latente Asymmetrie der
Spieldefinition, in der die Gewinnmenge immer in Bezug auf den ersten Spieler
angegeben wird.

Definition 3.11 (Komplement) Es gibt zwei Moglichkeiten das Kom-
plement eines Spiels G = (Q, @1, Q2, K, W, 2) zu definieren:

Y= (Q,Q: Q1 K, W,Q)
GL = (Q: QlaQ?aK:VVazw\Q)
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Im ersten Fall tauschen Spieler 1 und Spieler 2 die Rollen, im zweiten Fall
wird die Gewinnbedingung umgekehrt. Wenden wir auf ein Spiel G beide

— —
Komplementfuntionen an, so erhalten wir gL = QQ und stellen fest, dafl
es sich dabei um dasselbe Spiel wie G handelt, nur mit vertauschten Seiten.
Insbesondere hat dieses Spiel die gleichen Gewinnstrategien wie G, nur je-

weils fiir den anderen Spieler. Wir wollen daher GL zu G strategiedquivalent
nennen.

Zur Verdeutlichung der Wirkung der verschiedenen Komplemente auf ein Spiel,
wollen wir an dieser Stelle das Schachspiel heranziehen, obwohl es natiirlich weder
ein klassisches unendliches Spiel ist, noch einen Wert aus {—1, +1} hat, aber diese
beiden Aspekte sind fiir die Veranschaulichung der beiden Komplemente nicht
wesentlich. Sei also G im Folgenden das Schachspiel:

° GL ist ein Schachspiel, bei dem Weifl gewinnt, wenn der weile Koénig Schach-
matt gesetzt wird und vice versa.

° ?Q ist ein Schachspiel, bei dem jeder Spieler die gegnerischen Figuren zieht.
—I9. . o = A : o

e G istein Schachspiel mit vertauschten Seiten, G~ ist somit strategiesqui-
valent zu G.

Wie man leicht sieht, beschreiben auch G~ und G* ein und dasselbe Spiel, néimlich
eine Art ,Rauberschach“ ohne Schlagzwang, mit dem einzigen Unterschied, daf§
die Seiten vertauscht sind. Diese Strategiedquivalenz von GL und GQ ergibt sich
auch ganz formal, denn

il

ist strategiefiquivalent zu GQ.

Doch jetzt wieder zuriick zu unseren unendlichen Graph-Spielen. Betrachtet man
die Sprachen der durch eine Beschriftung der Komplement-Spiele hervorgehen-
den Muller-Automaten, so sieht man leicht, dafl diese in verschiedenen, komple-
mentédren topologischen Klassen liegen.

Lemma 3.3 Es gilt fiir eine beliebige Beschriftung g iiber passendem Al-
phabet ¥ und einen beliebigen Anfangszustand gq:
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1.
Lgo (-AEL,E,ﬂ) =X\ Ly (Agz 5)
und somit auch
G ist ein Spiel aus G <= G ist ein Spiel aus F
G ist ein Spiel aus G5 <~ ?L ist ein Spiel aus Fj,.
2.

Lgo (-AgQ,E,g) = L (Ag,z,5)

Beweis Sei Ag x5 = (Q, 3,0, F), dann gilt Az 55 = (Q,%,6,29\ F) und
Agyp = Aze 5.5- Selen o € £¥ und o € Q, dann sei 0 = qoq1 ... € Q¥ der
eindeutig bestimmte Lauf von Ag s, 5 auf a. Ist In(o) € F, so akzeptieren

Ag s 5 und AEQ,E’ﬁ aber AEL,E,ﬂ nicht. Gilt aber In(o) ¢ F, dann ist In(o) €

2¢\ F und AEL 5.4 akzeptiert o, aber weder ‘AGQ 55 noch Ag 5, 3 akzeptieren
a. Somit gilt

Q€ L(Io (Ag,z,ﬂ) < ac qu (AEQ,Eﬁ)

und

Q€ LQO (-Ag,):,/j) Sad qu (AaL’g”g)'

O

An dieser Stelle wollen wir uns die Frage stellen, ob sich aus der im vorigen Ab-
schnitt eingefiihrte Einordnung der Spiele in die Borel-Hierarchie auch eine Klas-
sifizierung der Spiele beziiglich deren Gewinnstrategien ergibt. Die Stufen der
Borel-Hierarchie GU F', G5 U F, und G, N F,s sind abgeschlossen beziiglich des
Sprachen-Komplements. Man konnte jetzt vermuten, dafi die Strategie-Klassen
der in dieser Hierarchie liegenden Spiele direkt mit den Sprach-Klassen korre-
spondieren. An einem einfachen Beispiel konnen wir jedoch zeigen, daf} dies nicht
der Fall sein kann.

Satz 3.1 Die Klasse der No-Memory Spiele ist nicht abgeschlossen gegen
Komplementbildung.

Beweis Man betrachte das Spiel G aus Abbildung 3.1, wobei @; = {1, 3,5},
Q2 = {2,4,6}, W = {1,2} und Q = {{1},{2}} ist. Wie man leicht sieht,
hat Spieler 2 eine No-Memory Gewinnstrategie beim Spiel von beliebigem
Startknoten, indem er immer von 2 nach 1, von 4 nach 3, und von 6 nach
5 zieht. Er erreicht damit, dafl entweder Knoten 1 und 2, oder keiner von
beiden unendlich oft besucht wird. G ist somit ein No-Memory Spiel.
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Abbildung 3.1: No-Memory-Spiel dessen Komplement kein No-Memory-Spiel ist

Betrachtet man nun das Spiel GL = (Q,Q1,Qq, K,W,2" \ Q), so zeigt
sich, da nun Spieler 1 eine LVR-Gewinnstrategie beim Spiel von beliebi-
gem Startknoten hat, indem er, falls Knoten 1 im LVR als letzte Kompo-
nente steht, von 5 nach 2 zieht, und ansonsten nach 4. Eine No-Memory-
Gewinnstrategie hat Spieler 1 in diesem Spiel jedoch nicht, denn zieht Spie-
ler 1 von 5 immer nach 2, so zieht Spieler 2 daraufhin immer nach 1 und
gewinnt, zieht Spieler 1 von 5 immer nach 4, so zieht Spieler 2 daraufthin
immer nach 3 und gewinnt dann ebenfalls. G" ist somit kein No-Memory
Spiel.

O

Die fehlende Abgeschlossenheit der No-Memory-Spiele gegen Komplementbildung
bedeutet fiir uns, dafl wir nicht hoffen diirfen, die Strategieklassen der unendlichen
Spiele mit den Borel-Klassen zur Deckung bringen zu kénnen.

Aus dem Begriff der Strategiedquivalenz 148t sich jedoch eine interessante Eigen-
schaft der Borel-Klassen entwickeln.

Lemma 3.4 Ist H eine Sprach-Klasse und gilt fiir alle G mit L(Agx 5) C
H: G ist ein Spiel der Strategieklasse S, so gilt dies auch fiir alle G mit
L(Ag s ) C Co-H, wobei Co-H = {L € ¥¥|¥¥\ L € H}.
Beweis Sei G ein Spiel mit L(Agx ) € Co-H und G' = ?LQ, dann gilt
L(Ag ) C H, und somit ist G’ ein Spiel der Strategieklasse S. Da G’ und
G strategiedquivalent sind, ist auch G ein Spiel der Strategieklasse S.

O

Dieses Lemma hat eine sehr schone Konsequenz fiir die Untersuchung der Strate-



KAPITEL 3. UNENDLICHE SPIELE AUF MULLER-AUTOMATEN 27

gien von Spielen aus einer Klasse der Borel-Hierarchie. Haben namlich alle Spiele
einer bestimmten Borel-Klasse Gewinnstrategien aus der gleichen Strategieklasse,
so haben auch alle Spiele aus der komplementéren Borel-Klasse Gewinnstrategien
aus dieser Strategieklasse.

Wir werden dies anwenden, indem wir zuerst zeigen, dal Spiele aus G' No-
Memory-Gewinnstrategien besitzen, um dann zu folgern, dafl auch die Spiele aus
F' No-Memory-Gewinnstrategien haben. Der gleiche Schluf ergibt sich fiir den
Fall G5 und F;, nur dafl es dort um VS-Gewinnstrategien geht.



Kapitel 4

Strategien und Borel-Klassen

Im vorigen Kapitel haben wir einige Zusammenhénge von Spiel-Klassen beziiglich
der Borel-Hierarchie und der Klassifizierung derer Gewinnstrategien gezeigt. Wir
konnten zwar schon erkennen, dafl die Borel-Spiel-Klassen nicht exakt mit den
Strategie-Klassen korrespondieren, denn nach Lemma 3.1 ist die Klasse der No-
Memory-Spiele nicht gegen Komplement abgeschlossen, aber wir sind jetzt in
der Lage zu zeigen, daf} die Zugehorigkeit eines Spiels zu einer Borel-Klasse eine
hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer Gewinnstrategie aus einer dazu-
gehorigen Strategie-Klasse ist. Wir werden im Folgenden zeigen:

1. Spiele aus G und F' erlauben No-Memory-Gewinnstrategien.
2. Spiele aus G5 und F, erlauben VS-Gewinnstrategien.

3. Regulére Spiele erlauben LVR-Gewinnstrategien.

Das Ergebnis in 3 ist schon linger bekannt und wird unter anderem von Robert
McNaughton in [McN93] konstruktiv bewiesen. Bei der Untersuchung der Spiele
aus G und F bzw. aus G§ und aus F, brauchen wir uns nur auf Spiele aus G
bzw. G zu konzentrieren, denn Lemma 3.4 liefert uns sofort die Aussage fiir die
komplementiren Spielklassen.

Wir werden in diesem Kapitel schon auf Definitionen und Sitze aus Kapitel 5
vorgreifen. Die dort beschriebenen Spiele und deren Gewinnstrategien basieren
auf speziellen Automaten und sollen deshalb erst anschliefflend an die Betrachtung
der Spiele auf Muller-Automaten behandelt werden.

28



KAPITEL 4. STRATEGIEN UND BOREL-KLASSEN 29

4.1 Spiele in G und F

Sei G ein Spiel aus G oder F'. Wenn das Spiel aus F ist, so bilden wir das strate-

giedquivalente Spiel GL , welches aus G ist. Wir gehen daher ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit im Folgenden von einem Spiel in G aus. Um eine Gewinnstrate-
gie zu bestimmen, konstruieren wir in drei Schritten aus G = (Q, @1, Q2, K, W, Q)
ein Spiel G’ mit 1-Akzeptanz:

Zunachst iiberfithren wir G mit einer Beschriftung (3 iiber einem passenden Al-
phabet ¥ in einen verallgemeinerten Muller-Automaten Agx s = (Q, 2,9, F),
wobei F = {M € 2°|M NW € Q}. Dann fijhren wir die in Lemma 3.2 beschrie-
bene Konstruktion von F' durch, indem wir alle Schleifen aus F vereinigen. Das
gesuchte Spiel mit 1-Akzeptanz sieht dann folgendermaflen aus:

G =(Q,Q1,Q:, K, F)mit F={M € 2°|MNW € Q und M ist Schleife von G}

G’ steht in engem Zusammenhang mit dem Spiel G. Wir stellen folgende Einzel-
heiten fest:

Lemma 4.1 Sei § = (Q,Q1,Q2, K,W,Q) ein Spiel aus G und G' =
(Q,Q1,Q2, K, F) wie oben konstruiert, dann gilt:

1. Jede Partie p von G ist auch eine Partie von G’ und umgekehrt.

2. Jede Gewinnpartie von G ist auch Gewinnpartie von G’ und umgekehrt.

Beweis Die Aussage 1 ergibt sich zwangslaufig, da G und G’ den gleichen
Spielgraphen haben, und daher auch die gleichen Partien erlauben. Die
Aussage 2 ergibt sich aus dem Beweis von Lemma 3.2. Dort haben wir
gesehen, wie sich aus einem verallgemeinerten Muller-Automaten, der nur
Sprachen aus G erkennt, ein 1-akzeptierender deterministischer endlicher
Automat konstruieren 148t, der zu diesem dquivalent ist. Die Konstruktion
von G’ ist nur eine Erweiterung dieser Konstruktion auf Spiele.

Sei B eine Beschriftung von G mit passendem Alphabet ¥, dann gilt
L(Agyxs) C G, da G ein Spiel aus G ist. Haben wir eine Partie p von
g, so ist diese ein akzeptierender Lauf auf Ag y 5. Der 1-akzeptierende Au-
tomat A} aus dem Beweis von Lemma 3.2 ist dquivalent zu Agy . Das
Spiel G’ enspricht dem Automaten A/, und ein akzeptierender Lauf auf A}
ist eine Gewinnpartie von G'. Somit ist p genau dann Gewinnpartie von G,
wenn p Gewinnpartie von G’ ist.

O
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Die Gewinnstrategien fiir ein Spiel G aus G 148t sich jetzt folgendermafien bestim-
men: Wir konstruieren ein dquivalentes Spiel G’ mit 1-Akzeptanz, bestimmen fiir
dieses dessen No-Memory-Gewinnstrategien und iibertragen die Strategien wieder
zuriick auf G.

Satz 4.1 Ist G = (Q, @1, Q2, K, W, Q) ein Spiel aus G oder aus F, so ist G
ein No-Memory-Spiel.

Beweis Ist G ein Spiel aus F' so betrachten wir statt G das strategieiquiva-

lente Spiel ? , das aus G ist. Sei also ohne Beschriankung der Allgemeinheit
G aus G. Wir konstruieren dann G’ = (Q, Q1, Q2, K, F') mit

F={Me2°MnNW € Qund M ist Schleife von G}.

G' ist ein Spiel mit 1-Akzeptanz und hat nach Satz 5.1 No-Memory-
Gewinnstrategien 7; und 7» auf den Gewinnknotenmengen Wy, bzw. W »
fiir Spieler 1 bzw. Spieler 2. Nach Lemma 4.1 ist jede Gewinnpartie von G’
auch Gewinnpartie von G. Somit sind 7; und 75 auch Gewinnstrategien fiir

g.
O

4.2 Spiele in G5 und F;

Sei im G ein Spiel aus G5 oder F,. Wenn das Spiel aus Fj, ist, so bilden wir das

strategiedquivalente Spiel ?L , welches aus Gy ist. Wir gehen daher im Folgen-
den ohne Beschrinkung der Allgemeinheit von einem Spiel in G5 aus. Um eine
Gewinnstrategie zu bestimmen, konstruieren wir aus G = (Q, Q1, Qq, K, W, Q)
ein deterministisches Biichi-Spiel G’ = (@', Q}, @y, K', F), mit

Q = Qx2%,
11 = Ql X 2W7
,2 = Q? X 2W7

K = {((g,9),(¢,5)) € @ xQ'(¢,¢) e KNS = p(S,¢')}

SU{q} falls SU{q} ¢QNqgeW
mit p(S,q) = 0 falls SU{q¢} € QAge W und
S fallsq ¢ W
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F = {(¢g,0)lq € Q}-

Weiterhin definieren wir eine Abbildung 7, die Zustinde aus G’ auf die Zustéinde
aus G abbildet:

T QI — Q: (quSO)(ql,Sl) o= qoqy - - -

Das deterministische Biichi-Spiel G’ steht mit G in folgender Beziehung:

Lemma 4.2 Sei G = (Q,Q1,Qq, K, W,Q) ein Spiel aus G5 und G' =
(@', Q, Q% K', F) wie oben konstruiert, dann gilt:

1. Fiir jede Partie p = pgp; ... von G existiert genau eine Partie p’ =
(py, ) (P}, S1)--. von G' mit w(p') = p. Es gilt dann Vi > 0 : S; =
VS(po, e 7pz)

2. 9 = (go,0)(g1,51) ... ist genau dann eine Gewinnpartie von G’ fiir
Spieler i, wenn 7(p’) eine Gewinnpartie von G fiir Spieler i ist.

Beweis Zu 1: Sei p = ¢ugq;... eine Partie von G, dann ist p' =
(90, 0)(q1, p(D, q1)) (g2, p(p(D, G1), g2)) - - . die einzige Partie von G’ mit 7 (p') =
p die mit (go,?) beginnt, da zu jedem Zustand (¢,S) € @ und je-
dem Knoten ¢ € @ mit (¢,¢') € K genau ein Zustand (¢',5’) € @'
mit ((g,S), (¢',S") € K’ existiert, nimlich (¢', p(S, ¢)). Fiir jede Stellung
s = (g0, 0)(q1,51) - - - (qn, Sn) € Sg gilt somit S, = VS(qgo . .. ¢n)-

Zu 2: Die Aussage ergibt sich aus dem Beweis von Lemma 3.2. Dort haben
wir gesehen, wie sich aus einem verallgemeinerten Muller-Automaten, der
nur Sprachen aus G erkennt, ein deterministischer Biichi-Automat konstru-
ieren 1aft, der zu diesem #quivalent ist. Die Konstruktion von G’ ist nur eine
Erweiterung dieser Konstruktion auf Spiele. Sei S eine Beschriftung von ¢
mit passendem Alphabet X, dann gilt L(Agxs) C G5, da G ein Spiel aus
G5 ist. Haben wir eine Partie p von G, so ist diese ein akzeptierender Lauf
auf Ag s g. Der deterministische Biichi-Automat A}, aus dem Beweis von
Lemma 3.2 ist dquivalent zu Ag x . Das Spiel G’ enspricht dem Automaten
5, und ein akzeptierender Lauf auf A4} ist eine Gewinnpartie von G'. Somit
ist p = m(p') genau dann Gewinnpartie von G, wenn p' = (qo, ?)(q1,51) - ..

Gewinnpartie von G’ ist.
O
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Die Gewinnstrategien fiir ein Spiel G aus G4 148t sich jetzt folgendermafien be-
stimmen: Wir konstruieren ein dquivalentes Biichi-Spiel G’, bestimmen fiir die-
ses dessen No-Memory-Gewinnstrategien und iibertragen die Strategien wieder
zuriick auf G, wodurch sich VS-Strategien fiir G ergeben.

Satz 4.2 Ist G = (Q, @1, Q2, K, W, ) ein Spiel aus G5 oder aus Fy, so hat
G VS-Gewinnstrategien.

Beweis Ist G ein Spiel aus F}, so betrachten wir statt G das strategiedqui-

valente Spiel GLQ, das aus Gy ist. Sei also ohne Beschriankung der All-
gemeinheit G aus G5. Wir konstruieren dann nach der obigen Vorschrift
das deterministische Biichi-Spiel G'. Nach Satz 5.2 hat G’ No-Memory-
Gewinnstrategien 7 fiir Spieler 1 auf Wy ; und 75 fiir Spieler 2 auf Wy 5.
Sei nun s = ¢p...q, € Sg eine Stellung von G. Nach Lemma 4.2 exi-
stiert genau eine Stellung s’ = (go, 0)(¢1, S1) - - - (¢n, Sn) € Sgr von G', wobei
Sn=VS(qo---qn)- Sei g, € Q;, dann setze

Ti(qo - - - @) = 7 ((90,0) (g1, 1) - - - (g, Sn))-

Da 7/ eine No-Memory-Strategie ist, gibt es eine Funktion f mit
(60, 0)(a1,5) - (Gns S)) = F(gn, VS(do - - ). Somit ist 7:(go .- gu) =
f(gn, VS(qo - - - q5)) eine VS-Strategie fiir Spieler 7 im Spiel G. Da nach Lem-
ma 4.2 mit jeder Gewinnpartie p’ von G’ auch 7(p’) Gewinnpartie von G
ist, folgt, dal 7; auch Gewinnstrategie fiir Spieler 7 in G ist.

O

4.3 Regulire Spiele

Allgemein regulére Spiele haben, wie Robert McNaughton in [McN93] konstruktiv
beweist, stets LVR-Gewinnstrategien. Wir méchten an dieser Stelle einen Algo-
rithmus vorstellen, der dem Beweisschema von McNaughton folgt.

4.3.1 Algorithmus

function LVR-Strategie(player, @, @1, Q2, K, W, )
if |Q] <2
then begin
ifWweQ
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then begin U, := Q; U, := ); end
else begin U, := (); U, := Q; end;
return Uplayer ;
end
else begin
for w € W do
begin
Q. := force(1,Q,,Q1, Q2, K, W, {w}, false, W);
Sei (@', Q, Q% K', W' Q) das Sub-Spiel von G auf @ \ Q.
U2 .= LVR-Strategie(2, @', Q}, Q4, K', W' Q') ;
Q. := force(2,Q, Q1, Qq, K, W, {w}, false, W);
Sei (@', Q, Q% K', W' Q') das Sub-Spiel von G auf @ \ Q.
U} := LVR-Strategie(2, @', @}, @5, K', W' Q') ;
end;
Ny = force(1,Q, Q1, Q2, K, W,Uyew UL, player = 1, W);
N, = force(2, Q, Q1, Q2, K, W,Uyew U2, player = 2, W);
if Ny U Ny = () then return Np
elseif Ny U N, # ()
then begin

layers

33

Sei (Q',Q1, Q% K',W' Q') das Sub-Spiel auf @ \ (N, U Ny)

Uplayer :=LVR-Strategie(player, @', Q}, Q% K', W' Q') ;
return Uplayer U Nplayer;
end;

elseif W € Q) then winner:= 1 else winner:= 2;

for w € W do

begin
Q. :=force(winner, Q, K, W, {w},true, {w});
for ¢ € Qwinner \ Qw do
begin
wihle ¢’ mit (¢,¢') € K;
16sche alle ((g,1vr), (¢",Ivr")) € Kg
mit ¢” # ¢’ und w erstes Element aus W in lvr;
end;
end;
if winner=player then return Q else return {);
end;

Die Unterfunktion ,,force“ bestimmt die Menge von Knoten von denen aus Spieler
,player® das Erreichen der Knotenmenge M erzwingen kann. Die Strategie dazu
wird im globalen Strategiegraphen festgelegt, indem die nicht zur Gewinnstrategie
gehorenden Kanten aus der Kantenmenge K¢ geloscht werden. Dabei werden nur
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die Teile des Strategiegraphen betrachtet, deren auf W reduziertes Last Visitation
Record, an erster Stelle ein Element aus V hat.

function force(player, @, @1, Q2, K, W, M, make-strategie, V)

todo:=true;
while todo do
begin
todo:=false;
for ¢ € () do
begin

if g e Qplayer AN eM:(q,q)e K
then begin
M := M U{q};
todo:=true;
if make-strategie=true then
16sche alle ((g, lvr), (¢", lvr")) € Kg mit ¢" # ¢'
und erstes Element in lvr beschrinkt auf W ist aus V;
end
elseif ¢ ¢ Qplayer AV €Q:(q,¢d)e K—>qdeM
then begin

M := MU {q};
todo:=true;
end;
end;
end;
return M;

Satz 4.3 ([McN93]) Der Algorithmus ,LVR-Strategie“ ist korrekt und
liefert fiir jedes Spiel G dessen LVR-Gewinnstrategien.
O

4.4 Synthese

Wir sind jetzt in der Lage einen Synthese-Algorithmus zu definieren, der die drei
Gewinnstrategie-Algorithmen fiir unendliche Spiele zusammenfafit. Der Vorteil
liegt auf der Hand: Nach dem Algorithmus von McNaughton kénnen wir fiir jedes
regulire Spiel LVR-Gewinnstrategien bestimmen. Wir haben jedoch gesehen, dafl
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es unter den reguldren Spielen ,einfachere” Spiele gibt, nimlich die Spiele aus
G und F, bzw. aus G5 und F,, die einfachere Gewinnstrategien, ndmlich No-
Memory- bzw. VS-Gewinnstrategien erlauben.

Die Vorgehensweise ist einfach: Ist ein Spiel G gegeben, so wihlen wir eine be-
liebige Beschriftung 3 iiber einem passenden Alphabet . Nach Lemma 3.2 sind
wir jetzt in der Lage zu entscheiden ob L(Ag s s) in G oder F, bzw. in G5 oder
F, liegt. Liegt dann das Spiel G in G oder F', so kénnen wir nach Satz 4.1
No-Memory-Gewinnstrategien konstruieren. Liegt das Spiel G in G oder F, so
bestimmen wir nach Satz 4.2 VS-Gewinnstrategien. Ansonsten wenden wir die
Konstruktion der LVR-Gewinnstrategien nach Satz 4.3 an.

Wir erhalten somit folgenden Synthese-Algorithmus:

function synthese(G)
begin
if G in G oder F
then Lose G geméfl Satz 4.1
else
if G in G5 oder F,
then Lose G gemafl Satz 4.2
else Lose G gemifl Satz 4.3
end



Kapitel 5

Unendliche Spiele auf speziellen
Automaten

5.1 Spiele mit 1-Akzeptanz

Als Spiele mit 1-Akzeptanz bezeichnen wir unendliche Spiele, die auf endlichen
Graphen gespielt werden, und deren Gewinner durch die von den determini-
stischen w-Automaten entliehene Bedingung der sogenannten 1-Akzeptanz be-
stimmt wird.

Diese Definition unterscheidet sich von Definition 3.1 nur durch das Fehlen von
W und darin, daf} es nur eine Menge F' von Endzustédnden gibt.

Definition 5.1 (Spiel mit 1-Akzeptanz) Ein Spiel G wird représentiert
durch ein Quintupel (Q, @1, Q2, K, F') mit

QLUQ2=Q #0,

Q1N Q= 0,

Ve K:31 € Q1,0 € Q2: k= (q1,2) Vk = (q2,0),
VgeQ:3¢ €Q:(q,¢) € K,

FCQ.

Spieler 1 gewinnt dieses Spiel genau dann, wenn einer der Zusténde aus F
im Laufe des Spiels irgendwann einmal besucht wird.

36
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Die Definitionen von Partie und Stellung sind analog zu den Definitionen 3.2 und
3.3. Lediglich eine Gewinnpartie mufl neu definiert werden. Zur Erinnerung: Die
Funktion Occ liefert die Menge der wihrend der gesamten (unendlichen) Partie
besuchten Knoten.

Definition 5.2 (Gewinnpartie eines Spiels mit 1-Akzeptanz) Die
Gewinnpartien von Spieler 1 liegen in der Menge

G :={p € Pg|Occ(p) N F # (}.

Die Gewinnpartien von Spieler 2 liegen dann in der Menge
G2 = Pg \ Gl.

Die von determistischen Automaten mit 1-Akzeptanz erkannten Sprachen liegen
in der Borel-Klasse G' (Vergleiche Abschnitt 2.2). Wir werden zeigen, daf} Spiele
mit 1-Akzeptanz No-Memory-Gewinnstrategien erlauben.

5.1.1 Gewinnstrategien

Wir beginnen die Bestimmung der Gewinnstrategie fiir Spieler 1 mit einer Men-
genkonstruktion. Sei G = (Q, @1, Q2, K, I') ein Spiel mit 1-Akzeptanz, dann de-
finieren wir:

Wy = F
Wipn = Wiluzn(W)
mit 2 : 29 — 29
W — {q€@i3weW:(q,w) € K}
U{g € Q[Vg' € Q: (¢,¢') € K = ¢ e W}
N = kleinster Index mit Wy = Wiy

Ausgehend von der Endzustandsmenge F' werden sukzessive die Mengen W; kon-
struiert, in denen die Zustédnde enthalten sind von denen aus Spieler 1 die Menge
F' in hochstens ¢ Ziigen erreichen kann.
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Die Funktion z;(W) ermittelt dabei genau die Zusténde, von denen entweder
Spieler 1 in einem Zug nach W ziehen kann, oder von denen Spieler 2 in jedem
Fall nach W ziehen mus$.

Bei der Konstruktion der Folge Wy, W7, ... gilt stets W; C W;,1 oder W; = W;,;.
Im letzteren Fall gilt dann sogar W; = W fiir alle i’ > i. Da stets W; C @ gibt
es einen kleinsten Index N < |Q| mit Wy = Wy,;. Wy ist somit die Menge,
aus der Spieler 1 das Erreichen von F' in Null oder mehr Ziigen erzwingen kann.
Dies ist geanu die Menge von Knoten, von denen aus Spieler 1 eine No-Memory-
Gewinnstrategie hat.

Lemma 5.1 Sei G = (Q, @1, Q2, K, F) ein Spiel mit 1-Akzeptanz, dann ist

T Sg1 — Q2
{ ein ¢' mit (¢,¢') € KAN¢g € W, fallsge Wy Aj,>0

54 ein ¢’ mit (¢,¢') € K sonst

wobei j, den kleinsten Index mit ¢ € W; bezeichnet, eine No-Memory-
Gewinnstrategie fiir Spieler 1 auf Wiy.

Beweis Sei p = pgp1 ... € Pg mit pg € Wy und 71(pg - - . pn) = Ppy1 fiir alle
Pn € Q1. Zu zeigen ist jetzt, dal p in G liegt, also Ji € IN : p; € F'. Hierzu
beweisen wir: Ist k£ kleinster Index mit p; € Wy, dann existiert ein j7 < k
mit p;1; € F. Wir fiihren dazu eine vollstdndige Induktion iiber £.

k=0: Es gilt p; € Wy = F.
k > 0: Es gibt zwei Félle zu unterscheiden:

pi € Q1 pip1 = 7'1(]70 .. .pi) € Wi_1.
Pi € Qo pir1 € Wy mit k< k.

In beiden Féllen ergibt sich, dafl p;11 € Wy mit k&' < k, somit existiert
nach Induktionsvoraussetzung ein j' < k' < k mit p;;1,; € F, also ist
jzl—l—j’ﬁkmitpiﬂ-EF.

Ist k also kleinster Index mit py € W}, dann existiert ein j < k mit p; € F
und p ist somit aus G;.
O

Aus der gleichen Mengenkonstruktion 148t sich auch eine Gewinnstrategie fiir
Spieler 2 konstruieren. Die Idee diese Gewinnstrategie ist es, genau die Gewinn-
menge Wy von Spieler 1 zu vermeiden.
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Lemma 5.2 Sei G = (Q, Q1,Q2, K, F) ein Spiel mit 1-Akzeptanz, dann ist

Ty Sgp — Q1
. ein ¢' mit (¢,¢') € K ANq ¢ Wy falls g & Wy
g ein ¢’ mit (¢,¢') € K falls g € Wy

eine No-Memory-Gewinnstrategie fiir Spieler 2 auf @ \ Wy.

Beweis Sei p = pop; ... € Pg mit pg € Q\Wy und gelte 72(po - - . pn) = Pna1
fiir alle p,, € Q2. Zu zeigen ist, dafl p in G liegt, also Vi € IN : p; ¢ F'. Wir
beweisen dazu durch vollstandige Induktion iiber ¢, Vi € IN : p; & Wiy.

i = 0: Es gilt nach Voraussetzung py € Q \ Wy.
1 — 1+ 1: Gelte also p; ¢ Wy. Es gibt zwei Fille zu unterscheiden:

pi € Q1: Es existiert kein ¢ € Wy mit (p;, q) € K, da ansonsten Spie-
ler 1 einen Zug nach Wy hitte, und damit p; € Wy gilte. Somit
muB p; 11 € Q \ Wy gelten.

pi € Q2: Da Spieler 2 die Strategie 7, spielt, gilt p;r1 = 72(po ... p;) &
Wh.

Es gilt also Vi € IN : p; & Wy, und da F' C Wy folgt daraus auch Vi € IN :
p; ¢ F, und somit ist p eine Gewinnpartie fiir Spieler 2.
O

Satz 5.1 Ein Spiel mit 1-Akzeptanz ist ein No-Memory-Spiel.

Beweis Sei G ein Spiel mit 1-Akzeptanz, dann vollziehen wir die oben
definierte Mengenkonstruktion. Nach Lemma 5.1 hat Spieler 1 eine No-
Memory-Gewinnstrategie auf Wy und nach Lemma 5.2 hat Spieler 2 eine
No-Memory-Gewinnstrategie auf @ \ Wy. Somit hat von jedem Knoten von
G aus einer der beiden Spieler eine No-Memory-Gewinnstrategie, und G ist
damit ein No-Memory-Spiel.

O

5.1.2 Algorithmus

Aus den konstruktiven Beweisen der Lemmata 5.1 und 5.2 leiten wir folgender-
maflen einen Algortihmus her: Gegeben ist ein Spiel G = (Q, Q1,Q2, K, F') mit
1-Akzeptanz. Simultan zur iterativen Berechnung der Mengen W; in der Variablen
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W wird die Gewinnstrategie von Spieler 1 berechnet, und die nicht zur Gewinn-
strategie gehorigen Kanten aus dem Strategiegraphen mit der Kantenmenge Kg
entfernt. Abschlielend wird die Gewinnstrategie fiir Spieler 2 auf Q\W bestimmt,
indem zu jedem Knoten aus @\ W eine Kante mit Zielknoten in der selben Menge
gesucht wird, und alle anderen Kanten, die nicht zur Gewinnstrategie gehoren,
aus Kg geloscht werden.

solvel(Q, Q1, Q2, K, F)
begin
Ks := K;
W = F;
repeat
done:=true;
for e Q\ W do
begin
ifge
then begin
if 3¢ € W mit (¢,q¢') € K
then begin
W =W U{q};
done:=false;
16sche alle (g, p) € Kg mit p # ¢';
end
end
else begin
ifV¢ €eQ:(q,d) e K=¢ €W
then begin
W =W uU{q};
done:=false;
end
end
end
until done
for g € Q2 \ W do
begin
finde ¢’ € Q@ \ W mit (q,¢') € K;
l6sche alle (g, p) € Kg mit p # ¢;
end
end
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Der Algorithmus nimmt als Eingabe G = (Q,®Q1,Q2, K, F) ein Spiel mit 1-
Akzeptanz und liefert als Ergebnis W, die Menge der Gewinnknoten von Spieler 1,
sowie in Kg die Kanten des Strategiegraphen (Q, Ks). Aus dem Strategiegraphen
lassen sich wie folgt die Gewinnstrategien ablesen:

Ti 1 5gi = Q3

sq — ein ¢’ mit (q,q¢') € K.

Von den Knoten Q1 N W, bzw. Q2 N (Q \ W) existiert jeweils nur eine Kante in
Ky, die dann die Gewinnstrategie vorgibt.

5.1.3 Komplexitét

Aus der Schleifen-Struktur des Algorithmus’ erkennt man, dafl er eine Zeitkom-
plexitit von O(n®) hat, wobei n = |Q|. Der Platzbedarf ist O(n), da es nur eine
konstante Anzahl von Mengenvariablen gibt, deren Michtigkeit hochstens n ist.

5.2 Deterministische Biichi-Spiele

Als deterministische Biichi-Spiele bezeichnen wir unendliche Spiele, die auf endli-
chen Graphen gespielt werden, und deren Gewinner durch die von den determini-
stischen Biichi-Automaten entliehene Bedingung, der sogenannten 2-Akzeptanz,
bestimmt wird.

Diese Definition unterscheidet sich von Definition 5.1 nur durch die veranderte
Akzeptanzbedingung.

Definition 5.3 (Det. Biichi-Spiel) Ein Spiel G wird représentiert durch
ein Quintupel (@, @1, Q2, K, F) mit

QLUQ=Q #0,

Q1 NQ2 =10,

Vke K:3q1 € Q1,02 € Qo1 k= (q1,92) VE = (g2, 1),
VgeQ:3¢'€Q:(q,¢) € K,
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FCQ.

Spieler 1 gewinnt dieses Spiel genau dann, wenn einer der Zustidnde aus F'
im Laufe des Spiels unendlich oft besucht wird.

Die Definitionen von Partie und Stellung sind analog zu den Definitionen 3.2 und
3.3. Lediglich eine Gewinnpartie mufl neu definiert werden.

Definition 5.4 (Gewinnpartie eines det. Biichi-Spiels) Die Gewinn-
partien von Spieler 1 liegen in der Menge

Gy :={p € Pg|In(p) N F # (B},

die von Spieler 2 in der Menge
G2 = Pg \ Gl.

Die von deterministischen Biichi-Automaten erkannten Sprachen liegen in der
Borel-Klasse G5 (Vergleiche Abschnitt 2.2). Wenn wir, wie in Satz 4.2, ein Spiel
auf einem Muller-Automaten, der eine Sprache aus GGy erkennt, in einen deter-
ministisches Biichi-Spiel {iberfiihren, vergréfiert sich die Zahl der Knoten um den
Faktor 2"/, wobei W die Menge der relevanten Knoten des Spiels auf dem Muller-
Automaten ist. Es ist also nicht sehr verwunderlich, wenn wir jetzt feststellen wer-
den, dal ein deterministisches Biichi-Spiel stets No-Memory-Gewinnstrategien
besitzt.

5.2.1 Gewinnstrategien

Die Gewinnstrategien fiir ein deterministisches Biichi-Spiel wollen wir nach fol-
gender Idee entwickeln: Wir bestimmen iterativ die Mengen F;, deren Erreichen
Spieler 1 (i + 1)-mal erzwingen kann. Daraus resultiert eine Menge F);, deren
Erreichen Spieler 1 unendlich oft erzwingen kann. Die Menge Wy 1, von der aus
Spieler 1 das Spiel nach Fj; zwingen kann, ist dann genau die Gewinnknoten-
menge von Spieler 1. Die Gewinnstrategie von Spieler 2 auf @ \ Wy 1 wird jetzt
so bestimmt, daf nur noch endlich oft ein Knoten aus F'\ Fj; besucht werden
kann.

Wir beginnen die Bestimmung der Gewinnstrategie fiir Spieler 1 mit ein paar
Mengenkonstruktionen. Sei G = (@, Q1,Q2, K, F) ein deterministisches Biichi-
Spiel, dann definieren wir:
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F, = F
W' = R
Wit = Wl ua(Wy)
mit z; : 29 — 2€
W = {qge@i3weW:(qw)e K}
U{g € QVq' €Q:(g,¢) € K= ¢ € W}
N; = Kkleinster Index mit W;¥i = Wit
{ge ENQi|-3¢ e W) : (¢,¢') € K}
UWge FinQlvd € Q: (¢,¢) € K = ¢ ¢ W'}
Fiyn = F\L
M = kleinster Index mit Fy; = Fiq

5

Ausgehend von der gesamten Endzustandsmenge F' werden sukzessive verklei-
nerte Mengen F; bestimmt, indem Zustinde eliminiert werden, von denen aus
Spieler 1 ein erneutes Erreichen von Fj nicht erzwingen kann.

Zu diesem Zweck werden sukzessive die Mengen W'Z-j konstruiert, in denen die
Zusténde enthalten sind von denen aus Spieler 1 die Menge F; in hochstens j
Ziigen erreichen kann.

Die Funktion z;(W) ermittelt dabei genau die Zusténde, von denen entweder

Spieler 1 in einem Zug nach W ziehen kann, oder von denen Spieler 2 in jedem
Fall nach W ziehen muf3.

Bei der Konstruktion der Folge W2, W}, ... gilt stets W/ ¢ W/*" oder W/ =
I/VZ-J:H. Im letzteren Fall gilt dann sogar I/Vij = I/Vij' fiir alle 7' > j. Da stets
W/ C Q gibt es einen kleinsten Index N; < |Q| mit WY = Wt WV ist
somit die Menge, aus der Spieler 1 das Erreichen von F; in Null oder mehr Ziigen
erzwingen kann.

F; 1 ergibt sich dann aus F; durch Streichung aller Zustinde, von denen aus
Spieler 1 nicht in einem Zug in WiNi landet, und somit das erneute Erreichen
von F; nicht sichergestellt ist. Auch hier ist klar, dal die Folge der F; bei einem
Index M mit Fy; = Fy4q abbricht, da stets F; D F;; oder F; = F;,1, wobei im
letzteren Fall wiederum F; = Fj fiir alle ¢ > i gilt.

Die Menge W, gibt somit die Menge aller Knoten an, von denen aus Spieler 1
(7 + 1)-mal das Erreichen eines Knotens aus F' erzwingen kann.
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Das Ergebnis dieser Konstruktion ist Wg 1 = WM | die Menge der Zustiinde, von
denen aus Spieler 1 eine No-Memory-Gewinnstrategie hat.

Lemma 5.3 Sei § = (Q, Q1, @9, K, F') ein deterministisches Biichi-Spiel,
dann ist

T Sg1 — Qo .
ein ¢ mit (¢,¢) € KA¢ e W™ falls g € W1 Ajy >0

sq > ein ¢’ mit (¢,¢') e KAg e W, fallsqge Wy Aj, =0

ein ¢’ mit (¢,¢') € K falls ¢ & Wg1

wobei j, den kleinsten Index mit ¢ € Wf\} bezeichnet, eine No-Memory-
Gewinnstrategie fiir Spieler 1 auf Wy ;.

Beweis Sei p = pop1 ... € Pg mit pg € Wg 1 und 7 (pg . ..pn) = pny1 fiir
alle p, € Q1. Zu zeigen ist jetzt, daBl p in G, liegt, also 3“7 : p; € F.
Wir zeigen zu diesem Zweck, dafl zu jedem Zeitpunkt der Partie, in einer
endlichen Anzahl von Ziigen ein Zustand aus F erreicht wird, also

VieIN :30 <j<k:py; €F, wobeik kleinster Index mit p; € W,

Wir fiihren hierzu eine vollstdndige Induktion {iber k.

k=0: Es gilt p, e W), = Fyy C F.
k > 0: Es gibt zwei Félle zu unterscheiden:

pi € Q1z pi1 =Ti(po...pi) € Wi .
Pi € Q: Py € WE mit k' < k.
In beiden Fillen sieht man daf p;11 € W mit &' < k, somit existiert

nach Induktionsvoraussetzung ein j' < k' < k mit p;1145 € F, also ist
jzl—l—j’ﬁkmitpiﬂ-EF.

O

Die Bestimmung der No-Memory-Gewinstrategie fiir Spieler 2 richtet sich nach
folgender Uberlegung. Spieler 2 gewinnt genau dann, wenn hdchstens endlich
oft ein Zustand von F' erreicht wird. Spieler 1 kann nur auf Wy, = WﬁM das
unendlich hiufige Erreichen eines F-Knotens erzwingen, von den Knoten aus
WY mit i < M gelingt ihm das hochstens (i + 1)-mal, denn immer wenn ein F-

N; Ni—1

Knoten aus W;" erreicht wird, kann Spieler 2 das Spiel nach W,_", bzw. nach
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Q \ WY, falls i = 0, zwingen. Ist das Spiel erst einmal nach @ \ WY geraten,
so kann Spleler 1 keinen F-Knoten mehr erzwingen, und Spieler 2 gewinnt ganz
einfach indem er W;'° vermeidet. Spieler 2 kann also auf zwei verschiedene Arten
gewinnen:

1. Falls Spieler 1 immer wieder versucht einen F-Knoten zu besuchen, kann
Spieler 2 das Spiel schlieflich nach @ \ W{¥ zwingen, wo er das Spiel endlos
halten kann.

2. Falls Spieler 1 das Erreichen eines F-Knotens vermeidet, ist das Spiel tri-
vialerweise fiir Spieler 2 gewonnen.

Lemma 5.4 Sei § = (Q,Q1, @9, K, F') ein deterministisches Biichi-Spiel,
dann ist

To ZSg2—>Q1
() e KNG € Q\'W, fallSqEQ\
! Jq+1 Jq Jq+1
sq v ¢ mit (q,ql)EK/\q eQ\W ! fallqu(W \};Ji?\
(q q)EK/\q EQ\qu" falls ¢ € Fj, \ ]qﬁl
(¢,q) € fallquWg,l

Y
!

wobei j, < M den grofiten Index mit ¢ € Wj]:jq bezeichnet, eine No-
Memory-Gewinnstrategie fiir Spieler 2 auf Wy o = Q \ WﬁM .

Beweis Sei p = pop; ... € Pg mit pg € Wgo und 7(po . ..pn) = ppy1 fiir
alle p,, € Q2. Zu zeigen ist jetzt p € Go, das heifit Ing : Vi > ng : p; & F.
Wir zeigen hierzu: Gilt p; € @\ VVij so wird in p;p;11Pit2 - .. hochstens
j-mal ein F-Knoten besucht.

Wir zeigen dies durch vollstindige Induktion iiber j.

j=0: p; € Q\WON0 Fiir alle k£ > 7 gilt py € Q\WO °, denn hétte Spieler 1
einen Zug von p € @ \ W' nach W, so gilte bereits p € W{.
Spieler 2 hat auch von jedem Knoten p € @, \ W, einen Zug nach
P = 1(sp) € Q\ Wy, da ansonsten ebenfalls schon p € W,'° gilte.
Somit gilt Vk > i :p, € W D F.

j—j+1: Seip; e Q\W ”+1 . Gilt p; ¢ W A\ W +J1+1 so gilt bereits p; €
Q\W und somit erd nach Induktionsvoraussetzung in pzp,H Dit2---
hochstens j-mal ein F-Knoten besucht. Sei also p; € W AW ’“. Es

gilt Vk > 1:pp € Q\W. +’1+1, da Spieler 1 keinen Zug von p € Q\ J+1
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nach W]]ij ' hat, denn sonst wére ja schon p € Wﬁ”f ', und Spieler 2

fiir jeden Knoten p € Q3 \ W]Ii”f ' einen Zug nach 7(sp) € @ \ Wﬁ]f !
hat.

Wir unterscheiden jetzt drei Fille:

1. Gilt p, € Q\Wij fiir ein £ > ¢ und pyp € Wij \ F} fiir alle £’ mit
i < k' < k, so wird nach Induktionsvoraussetzung in pgpgyi - - -
héchstens j-mal ein F-Zustand besucht. Da fiir alle &' mit ¢ <
k' < k gilt, daB py & F}, folgt die Behauptung.

2. Gilt py € Fj fiir ein kleinstes k£ > 4, dann gilt py+1 € Q\ Wij und
nach Induktionsvoraussetzung wird in pgpgi1Pkro - - - hochstens j-
mal ein F-Knoten besucht. Also wird in p;p;11pit2 - .. hochstens
(7 + 1)-mal ein F-Knoten besucht.

3. Gilt p, € W, \ F} iir alle k > i, so wird nie wieder ein F-Knoten
besucht, und die Behauptung gilt trivialerweise.

Somit ist p € G5 und 7, eine Gewinnstrategie von Spieler 2.

Satz 5.2 Ein deterministisches Biichi-Spiel ist ein No-Memory-Spiel.

Beweis Sei G ein deterministisches Biichi-Spiel, dann vollziehen wir die
oben definierte Mengenkonstruktion. Nach Lemma 5.3 hat Spieler 1 eine No-
Memory-Gewinnstrategie auf W und nach Lemma 5.4 hat Spieler 2 eine
No-Memory-Gewinnstrategie auf @ \ W™. Somit hat von jedem Knoten
von G aus einer der beiden Spieler eine No-Memory-Gewinnstrategie, und
G ist damit ein No-Memory-Spiel.

O

5.2.2 Algorithmus

Aus den konstruktiven Beweisen der Lemmata 5.3 und 5.4 leiten wir folgen-
dermaflen einen Algorithmus her: Gegeben ist ein deterministisches Biichi-Spiel
G = (Q,Q1,Q2, K, F). Simultan zu der iterativen Berechnung der Mengen F;
und W;** in den Variablen F} bzw. W wird die Gewinnstrategie von Spieler 2
berechnet und die nicht zur Gewinnstrategie gehorigen Kanten aus dem Strate-
giegraphen mit der Kantenmenge K¢ entfernt. Die Variable W5 enthélt dabei in
jeder Iteration die Menge @ \ W;":. Ist die Berechnung von Wi abgeschlossen,
erkennbar daran, dafi Ly, = (), so wird abschlieend die Gewinnstrategie von Spie-
ler 1 auf W™ bestimmt, indem die Berechnung der W?, ... Wa noch einmal

wiederholt wird, diesmal jedoch mit simultaner Bestimmung der Gewinnziige von
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Spieler 1. Hierzu werden wiederum die nicht zur Gewinnstrategie von Spieler 1
gehorenden Kanten aus K¢ geldscht.

solve2(Q, Q1, @z, K, F)
begin
F = F,
Wy = (Z);
repeat
W .= Fy;
repeat
done:=true;
for g € Q\ Wy \ W do
begin
ifge
then begin
if 3¢/ € W mit (¢,¢') € K
then begin
W =W U{q};
done:=false;
end;
end
else begin
ifV¢ €eQ:(q,d) e K=¢ eW
then begin
W =W U{q};
done:=false;
end;
end;
end;
until done;
for g € Q2 \ W\ W, do
begin
finde ¢' € @ \ W mit (q,¢") € K;
16sche alle (¢, p) € Kg mit p # ¢;
end;
L := (;
for g € F} do
begin
ifge
then begin
ifvg €eQ:(q,¢) e K=¢ eQ\W
then L := L U {q};
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end
else if 3¢' € Q \ W mit (¢,¢') € K
then begin
L:=LU{q};
losche alle (g, p) € Kg mit p # ¢';
end;
end;
F1 = F1 \ L,
Wy = (Q\W)UL;
until L = (;
W = Fi;
repeat
done:=true;
for g € Q\ W7\ W do
begin
ifge
then begin
if 3¢’ € W mit (¢,¢') € K
then begin
W =W uU{q};
done:=false;
l6sche alle (¢, p) € Kg mit p # ¢';
end;
end
else begin
ifVg¢ €eQ:(¢,d) e K=q eW
then begin
W =W u{q};
done:=false;
end;
end;
end;
until done;
for g € F1N Q@ do
begin
finde ¢’ € W mit (¢q,¢') € K;
16sche alle (g, p) € Kg mit p # ¢;
end;
end

48
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Der Algorithmus nimmt als Eingabe G = (Q, @1, @2, K, F) ein deterministisches
Biichi-Spiel und liefert als Ergebnis W, die Menge der Gewinnknoten von Spie-
ler 1, sowie in Kg die Kanten des Strategiegraphen (@, Kg). Der Strategiegraph
ist wie im Abschnitt 5.1.2 zu interpretieren.

5.2.3 Komplexitét

Aus der Schleifen-Struktur des Algorithmus’ erkennt man, dafi er eine Zeitkomple-
xitdt von O(n*) hat, wobei n = |Q|. Der Platzbedarf liegt wie beim Algorithmus
»s0lvel“ bei O(n), da wiederum nur eine konstante Anzahl von Mengenvariablen
gebraucht wird, deren Méchtigkeit hochstens n ist.

5.3 Spiele mit Occurrence-Check

Als dritten Spezialfall betrachten wir nun die unendlichen Spiele die auf einem
Muller-Automaten mit Occurrence-Check gespielt werden. Diese Spiele unter-
scheiden sich nur durch eine andere Definition der Gewinnpartie. Zur Erinnerung:
Die Funktion Occ liefert die Menge der wihrend der gesamten (unendlichen) Par-
tie besuchten Knoten.

Definition 5.5 (Gewinnpartie) Die Gewinnpartien von Spieler 1 in ei-
nem Spiel G = (Q,Q1, @2, K, W, Q) mit Occurrence-Check liegen in der
Menge

G1:={p € Pg|Occ(p) NW € Q}.

Die Gewinnpartien von Spieler 2 liegen dann entsprechend in der Menge

G2 Z:Pg\Gl.

5.3.1 Gewinnstrategien

Die von Muller-Automaten mit Occurrence-Check erkannten Sprachen liegen in
F, N Gs, wie Staiger und Wagner in [StaWagT74] zeigen. Es liegt daher nahe an-
zunehmen, daf die Spiele auf diesen Automaten recht einfache Gewinnstrategien
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haben. Wie wir leicht zeigen kénnen, reichen No-Memory-Strategien dafiir jedoch
nicht aus.

@ ©

N

Abbildung 5.1: Spiel mit Occurrence-Check ohne No-Memory-Strategie

Wir betrachten das Spiel G = (@, Q1, @2, K, W, Q) auf dem Graphen in Abbil-
dung 5.1 mit Q; = {1},Q2 = {2,3}, W = {2,3} und Q2 = {{2,3}}. Spieler 1 hat
in diesem Spiel gewonnen, sobald es ihm gelungen ist sowohl Knoten 2 als auch
Knoten 3 zu besuchen. Offensichtlich ist dies aber nicht mit einer No-Memory-
Strategie zu bewerkstelligen, da Spieler 1 sich dann fiir einen der beiden Knoten
entscheiden muf}, und daher nie beide besuchen kann.

Im vorigen Kapitel haben wir Spiele G auf Muller-Automaten mit L(Ag s 5) C
G5 in deterministischen Biichi-Spiele iiberfiihrt, die dann eine No-Memory-
Gewinnstrategie haben. Somit ergab sich eine VS-Strategie fiir das urspriingliche
Spiel. Die Spiele mit Occurrence-Check lassen sich in dhnlicher Weise behandeln.

Ist G = (Q, Q1,Q2, K, W, Q) ein Spiel mit Occurrence-Check, dann konstruieren
wir ein deterministisches Biichi-Spiel G’ = (Q', @', Q.', K, F), wobei

Q = Qx2%,

Q' = Qi x2V,

Q) = Q2><2W;

K' = {((n,M),(q,N) € @ xQ'|(p,g) e KAN=MU ({g} N W)}
F = @QxQ

Wie wir wissen hat G’ eine No-Memory-Gewinnstrategie. Diese Strategie 148t
sich auf G iibertragen, man erhilt dann eine VS-Strategie fiir das Spiel mit
Occurrence-Check.

Es stellt sich nun die Frage, ob es noch einfachere Gewinnstrategien fiir
Spiele mit Occurrence-Check gibt. Denkbar sind Strategien, die einen Zéahler
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Abbildung 5.2: Spiel mit Occurrence-Check

fiir jede unabhingige Akzeptanzmenge M C () benutzen, um sich zu mer-
ken, wieviele Zustidnde aus M schon besucht wurden. Betrachtet man zum
Beispiel das Spiel G = (Q,Q1,Q2, K,W,Q) auf dem Graphen aus Abbil-
dung 5.2 mit @; = {2,3,8,9}, Q2 = {1,4,5,6,7}, W = {4,5,6,7} und
Q=1{{4,5},{4,5,6},{4,5,7},{6,7},{4,6,7},{5,6,7},{4,5,6,7}}, so siecht man,
dafl Spieler 1 gewinnt, wenn er entweder die Knoten 4 und 5, oder die Knoten 6
und 7 besucht hat. Spieler 2 kann ihn an diesem Vorhaben nicht hindern, er kann
lediglich durch seine Strategie beeinflussen, welche der beiden Mengen {4, 5} und
{6, 7} vollstéindig besucht wird.

Fiir die Gewinnstrategie von Spieler 1 reicht es also aus, sich fiir die beiden
Mengen {4,5} und {6,7}, je einen Zihler zu merken. Nachdem man nun eine
Reihenfolge in jeder Menge festgelegt hat, in der man deren Knoten zu besuchen
gedenkt, kann man die Gewinnstrategie fiir dieses Spiel allein iiber diese Zihler
festlegen, so dal zum Beispiel beim ersten Erreichen von Knoten 2 (der zu {4, 5}
gehorige Zahler steht dann noch auf Null) nach Knoten 4, beim jedem weite-
ren Erreichen von Knoten 2 (der zu {4,5} gehorige Zahler steht auf Eins) nach
Knoten 5 gezogen wird. Entsprechend definiert man die Strategie im Knoten 3.



Kapitel 6

Zusammenfassung

Im Folgenden mochten wir die Ergebnisse dieser Arbeit kurz zusammenfassen.
Wir haben uns mit unendlichen Spielen und deren Gewinnstrategien beschéftigt.
Bei Robert McNaughton war zu lesen, dafl Spiele nach seiner Definition — bei
uns beschrieben als ,,Spiele auf Muller-Automaten“ — LVR-Gewinnstrategien
haben, die sich effektiv konstruieren lassen. Diese Gewinnstrategien haben, dar-
gestellt als Strategiegraphen, eine Grofienordnung von O(n!). Wir haben jetzt
die McNaughton’schen Spiele, mittels einer Beschriftung und einigen Sétzen aus
der Theorie der w-Sprachen, topologisch in die Borel-Hierarchie der w-Sprachen
eingeordnet. Die Zugehorigkeit eines Spiels zu einer Stufe der Borel-Hierarchie
unterhalb von G, N F,s erweist sich als hinreichendes Kriterium dafiir, dafl weni-
ger komplexe Gewinnstrategien existieren. Liegt ein Spiel in G5 bzw. F}, so haben
wir gezeigt, daf dieses Spiel VS-Gewinnstratgien besitzt. Diese Gewinnstrategien
haben, dargestellt als Strategiegraphen, eine Gréflenordnung von O(2"). Liegt ein
Spiel sogar in G oder F', so reichen zum Gewinn des Spiels No-Memory-Strategien,
die von der Groenordnung O(n) sind.

Um die Gewinnstrategien fiir die Spiele der unteren Stufen der Borel-Hierarchie
zu berechnen, haben wir Spiele mit vereinfachten Gewinnbedingungen, ndmlich
Spiele auf deterministischen Biichi-Automaten und Spiele auf deterministischen
endlichen Automaten mit 1-Akzeptanz, konstruiert, deren (Gewinn-)Partien sich
auf Teilmengen bijektiv abbilden lassen. Auf diese Weise konnten wir die Gewinn-
strategien der einfacheren Spiele auf die McNaughton’schen Spiele iibertragen.

In der folgenden Tabelle ist der Zusammenhang der topologischen Spielklassen,

der zur Definition verwendeten Automatenmodelle und der daraus resultierenden
Strategieklassen dargestellt.

52
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Automatenmodell
top. Klasse 1-Akz. 2-Akz. Occ.-Check Muller
G, F No-Memory No-Memory
Gs, F, — No-Memory VS
GsNE, — No-Memory VS VS
Gso N Fys — — — LVR

Hier sieht man deutlich den Zusammenhang zwischen der Michtigkeit des der
Spieldefinition zugrundeliegenden Automatenmodells und der Komplexitit der
Gewinnstrategien. No-Memory-Gewinnstrategien von Spielen aus G bzw. F' las-
sen sich eins zu eins auf Spiele mit 1-Akzeptanz iibertragen. Bei Spielen aus G
bzw. F, ergibt sich ein ,Blow up“ von O(2"). Die allgemein reguléren Spiele lassen
sich zwar auf kein einfacheres herkommliches Automatenmodell reduzieren, aber
die LVR-Gewinnstrategien, die sie besitzen, kann man als No-Memory-Strategien
auf einem Spielgraphen, der um alle méglichen LVR erweitert ist, betrachten.
Dies ergibt dann einen ,Blow up® von O(n!).

Angsichts der Tatsache, dafl die allgemeinen Muller-Automaten sehr viel méchti-
ger als die Muller-Automaten mit Occurrence-Check sind, ist zu vermuten, dafl es
noch eine Strategieklasse zwischen VS und No-Memory gibt, die zum Gewinnen
von Spielen mit Occurrence-Check geeignet sind.



Anhang A

Implementation

Die Implementation einiger in dieser Diplomarbeit vorgestellten Algorithmen
fand auf einem i486-PC mit Unix-Betriebssystem (Linux) unter Verwendung eines
Standard-C-Compilers (GNU-C) statt.

Im Folgenden ein Source-Code-Listing der wichtigsten Programmteile:

/KoK skok ok skok ok sk ok sk ok sk ok koK /
/* Hauptprogramm */
[/ Kk ok skok skook sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok /

#include
#include
#include
#include

<stdio.h>
<strings.h>
"mengen.h" /*
"games.h" /%

extern void solvel(); /x
extern void solve2(); /%
extern void solve_oc();/*
extern void solve3(); /x

void solve_error(text)

char *text;

{
printf ("Error in solve
exit(-1);

einfache Mengenoperationen */
Datenstrukturen fuer Spiele */

Loesung von Spielen mit 1-Akzeptanz */
Loesung von det. Buechi-Spielen */

Loesung von Spielen mit Occurrence-Check */
Loesung von regulaeren Spielen */

¢ %s\n",text);
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[ H Rk ok sk sk ok sk ook ok ok ko sk sk ok ok ok oK K KKK KRR sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok /
/* Das Hauptprogramm liest einen Spielspezifikations-Datenfile */
/* und verzweigt je nach Spiel-Typ in die entsprechenden */
/* Loesungsfunktionen. */
[ Fkckskokskoskok ok ok skoksk ok ks sk sk sk skok sk ki ok kkkokskokskokskokskokskokskokokosk sk ksk ok kok ok ok sk ok /

main(argc,argv)
int argc;

char *argvl[];

{

game *g;

if (argc<2) solve_error("No input file");
g=game_read(argv[1]);
switch(g->type)
{
case TYPE_DEA:
solvel(g);
break;
case TYPE_BUECHI:
solve2(g) ;
break;
case TYPE_OCCURRENCE:
solve_oc(g);
break;
case TYPE_MULLER:
solve3(g);
break;
}
game_free(g);
}

A.1 Spiele mit 1-Akzeptanz

[ HFAAE KA AR KA KKK A KKK A KKK A KA KA KK KA KK KKK KKKk [
/* Die Funktion solvel ist eine Implementation */
/* von Algorithmus "solvel" aus Abschnitt 5.1 */
/* */
/* Eingabeparameter: g (Spiel mit 1-Akzeptanz) */
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/* Ausgabe: Protokoll der Mengenkonstruktion  */
/* und Strategiegraph als Adjazenz-  */
/* Matrix. */
[ HF KA A KK KK KKK KKK KKK KKK KKK KA KKK KK KKK KKK KK [

#include <stdio.h>
#include <strings.h>
#include "mengen.h"
#include '"games.h"

void solvel(g)
game *g;
{
game *k_s; /* Strategiegraph */
simple_set *w; /* Mengenvariable fuer die W_i */
int done;
int q,q1,p;
int won;

game_print(g) ;

k_s=game_copy (g) ; /* Strategiegraph mit Spielgraph
initialisieren */

w=set_create(g—>n);

[ REEFAFA KA A A A KKK KKK A KA A KKK KKK KK [
/* Gewinnmenge W und Gewinnstrategie */

/* fuer Spieler 1 auf W ermitteln */
[ RF KA KA K KKK KKK A KKK KKK F KKK KKK KKK KK [

set_copy(g->final,w);

do

{
done=1;
for(q=0;q<g->n;q++)
{

if (!set_element(q,w))
' if (set_element(q,g->playerl))
' for(q1=0;ql<g->n;ql++)
' if (x(g->matrix+q*g->n+ql)==1 &&
set_element(ql,w))
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{
for (p=0;p<g->n;p++)
{
if(p!=ql && *(g->matrix+q*g->n+p)==1)
{
* (k_s->matrix+q*k_s->n+p)=0;
}
}
set_add_element(q,w) ;
done=0;
break;
}
}
}
else
{
won=1;
for(ql=0;ql<g->n;ql++)
{
if (x(g->matrix+q*g->nt+ql)==1 &&
I'set_element(ql,w))
{
won=0;
break;
}
}
if (won)
{
set_add_element(q,w) ;
done=0;
}
}

}
}
}while(!done);

/**************************************/

/* Strategie fuer Spieler 2 ermitteln */
[ HF KA KK A K KKK KKK KKK KK KK KKK KK KKK KK [

for(q=0;q<g->n;q++)
{
if(!set_element(q,w) &&
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set_element (q,g->playerl))

{
for(ql=0;ql<g->n;ql++)
{
if (x(g->matrix+qkg->n+ql)==1 &&
Iset_element (ql,w))
{
for (p=0; p<g->n;p++)
{
if(p!=ql && *(g->matrix+q*g->n+p)==1)
{
*(k_s->matrix+q*g->n+p)=0;
}
}
break;
}
}
}

}

printf ("Strategiegraph:\n"); /* Ergebnis: Strategiegraph */
game_print(k_s);

game_free(k_s) ;

set_free(w);

A.2 Deterministische Biichi-Spiele

[ HF KA KKK KA KA KA KKK A KKK A KK KA KKK KA KKK KA KKK KK [
/* Die Funktion solve2 ist eine Implementation */
/* von Algorithmus "solve2" aus Abschnitt 5.2 */

/* */
/* Eingabeparameter: g (det. Buechi-Spiel) */
/* Ausgabe: Protokoll der Mengenkonstruktion  */
/% und Strategiegraph als Adjazenz-  */
/* Matrix. */

/***********************************************/

#include <stdio.h>
#include <strings.h>
#include "mengen.h"
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#include "games.h"

void solve2(g)

game *g;

{
simple_set *w; /* Mengenvariable fuer die W_i"j */
simple_set *f1; /* Mengenvariable fuer die F_i */
simple_set *w2; /* Mengenvariable fuer Q\W_i"N */
simple_set *1; /* Mengenvariable fuer L_i */
simple_set *w_neu,*w_compl,*f_neu; /* Hilfsvariablen */
int q,q1,p; /* Schleifenvariablen */
int done,won;
game *k_s; /* Strategiegraph */

game_print(g) ;

k_s=game_copy(g) ; /* Strategiegraph mit Spielgraph
initialisieren */

w=set_create(g—>n);

fi=set_create(g->n);

set_copy(g->final,f1);

w2=set_create(g->n);

l=set_create(g->n);

/3o sk skokok ok ok sk ok okskokskok sk ok ok skokok kb sk sk sk ok sk skok sk sk sk sk sk ko ok ok skok ok /
/* Konstruktion der Menge W_i"N mit gleichzeitiger */
/* Bestimmung der Gewinnstrategie von Spieler 2 auf */

/* Q\W_i"N */

/****************************************************/

do
{
set_copy(f1,w);
do
{
done=1;
for(q=0;q<g->n;q++)
{

if(!set_element(q,w2) && !set_element(q,w))
{
if (set_element (q,g->playerl))
{
for(q1=0;ql<g->n;ql++)
{
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if (set_element(ql,w) &&
* (g->matrix+q*g->n+ql)==1)

{
set_add_element (q,w) ;
done=0;
break;

}

}

}

else

{
won=1;
for(ql=0;ql<g->n;ql++)
{

if (¥ (g->matrix+q*g->n+ql)==1 &&
I'set_element(ql,w))

{
won=0;
break;

}

}
if (won)
{
set_add_element(q,w) ;
done=0;
}
}

}
}
}while(!done);

[ FFARAAFA KK AAAA KKK KA AAAAAK KKK AAA KKK [
/* Bestimmung der Gewinnstrategie */

/* von Spieler 2 auf Q\W\W2 */
/**********************************/

for(q=0;q9<g->n;q++)
{
if (!set_element(q,g->playerl) &&
set_element (q,w) &&
Iset_element (q,w2))

for(q1=0;ql<g->n;ql++)
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{
if (!set_element(ql,w) &&
*(g->matrix+q*g->n+ql)==1)
{
for (p=0;p<g->n;p++)
{
if (x(k_s->matrix+qkg->n+p)==1 && p!=ql)
{
* (k_s->matrix+q*g->n+p)=0;
}
}
break;
}
}
}
}
printf("F_i: "); /* Zwischenergebnis F_i */
set_print(f1);
printf("W_i: "); /* Zwischenergebnis W_i"N */

set_print (w);

/KoK sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok k /
/* Bestimmung von L_i */
/KoK ook skook skook sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok ok /

set_empty (1) ;
for(q=0;9<g->n;q++)

{
if (set_element(q,f1))
{
if (set_element(q,g->playerl))
{
won=1;
for(ql=0;ql<g->n;ql++)
{

if (¥ (g->matrix+g*g->n+ql)==1 &&
set_element(ql,w))

{
won=0;
break;
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if (won)
{
set_add_element(q,1);
}
}
else
{
for(ql=0;ql<g->n;ql++)
{
if (x(g->matrix+q*g->n+ql)==1 &&
Iset_element(ql,w))
{
set_add_element(q,1);
for (p=0;p<g->n;p++)
{
if (*(k_s—>matrix+g*g->n+p)==1 && p!=ql)
{
* (k_s—->matrix+q*g->n+p)=0;
}
}
break;
}
}
}
}
}
printf("L_i: "); /* Zwischenergebnis L_i */

set_print(1);
f_neu=set_difference(f1,1);
set_copy(f_neu,f1);
set_free(f_neu);
w_compl=set_complement (w) ;
w_neu=set_union(w_compl,l);
set_copy(w_neu,w2) ;
printf("W2: ");
set_print (w2);
set_free(w_neu);
set_free(w_compl) ;
}while(set_size (1) !=0);

printf("Strategie fuer Spieler 2:\n");
game_print(k_s); /* Zwischenergebnis Strategiegraph mit
Gewinnstrategie fuer Spieler 2 x/
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/**************************************/

/* Bestimmung der Gewinnstrategie von */
/* Spieler 1 auf Q/W2 */
[ HKE KKK KK KKK KKK KKK KKK KKK KK KKK KKK KKK [

set_copy(f1,w);

do
{
done=1;
for(q=0;9<g->n;q++)
{
if(!set_element(q,w2) && !set_element(q,w))
{
if (set_element(q,g->playerl))
{
for(q1=0;ql<g->n;ql++)
{
if (x(g->matrix+q*g->n+ql)==1 &&
set_element(ql,w))
{
set_add_element(q,w) ;
done=0;
for (p=0;p<g->n;p++)
{
if (*(k_s—->matrix+q*g->n+p)==1 && p!=ql)
{
* (k_s—->matrix+q*g->n+p)=0;
}
}
break;
}
}
}
else
{
won=1;
for(q1=0;ql<g->n;ql++)
{

if (*x(g->matrix+qxg->n+ql)==1 &&
Iset_element(ql,w))
{

won=0;
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break;
}
}
if (won)
{
set_add_element (q,w) ;
done=0;
}

}
}
}while(!done) ;

[ HRFF AR A KK KA A A A KKK A KA K KA KKK A A KA KA K KK [
/* Bestimmung der Gewinnstrategie von */
/* Spieler 1 auf F_M */
[ HRFFKAK KA KK KA A A KKK KKK KA KKK KKK KKK KA KKK KK [

for(q=0;q<g->n;q++)

{
if(set_element(q,g->playerl) && set_element(q,fl))
{
for(ql=0;ql<g->n;ql++)
{
if (*(g->matrix+g*g->n+ql)==1 &&
set_element(ql,w))
{
for (p=0;p<g->n;p++)
{
if (x(k_s—->matrix+q*g->n+p)==1 && p!=ql)
{
* (k_s->matrix+q*g->n+p)=0;
}
}
break;
}
}
}
}

printf("Strategiegraph:\n"); /* Ergebnis: Strategiegraph */
game_print (k_s);

game_free(k_s) ;

set_free(w);
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set_free(w2);
set_free(l);
set_free(f1);

A.3 Spiele mit Occurrence-Check

[ H K KKK K KK KKK KK KoK Kok Kok Kok oK koK kKK KKK KKKk ok ok
/* Die Funktion solve_oc ist eine Implementation */

/* der Konstruktion aus Abschnitt 5.3 */
/* */
/* Eingabeparameter: g (Spiel mit Occurrence- */
/* Check) */
/* Ausgabe: Protokoll der Mengenkonstruktion */
/* und Strategiegraph als Adjazenz- */
/* Matrix. */

/*************************************************/

#include <stdio.h>
#include <strings.h>
#include "mengen.h"
#include '"games.h"

extern void solve2(); /* Es wird auf die Loesung von
det. Buechi-Spielen zurueckgegriffen */

[ Fokrskokskok ok sk sk ok sk sk sk skok sksk ok sk sk sk sk ok ksk sk ok sk sk sk sk ok sk ok sk sk sk sk ok ok ok sk ok /
/* Die Funktion OCM_to_DB konstruiert aus einem */
/* Spiel mit Occurrence-Check ein det. Buechi-Spiel */
/****************************************************/

game *0CM_to_DB(g)
game *g;
{

game *g2;

int i,j,k,1,m,n_k;

g2=(game*)malloc(sizeof (game)) ;
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g2->type=TYPE_BUECHI ;
m=set_size(g->final);
g2->n=g->n* (1<<m) ;
g2->playerl=set_create(g2->n);
for(i=0;i<g->n;i++)
{
if (set_element (i,g->playerl))
{
for(j=0;j<(1<<m) ; j++)
{
set_add_element (i* (1<<m)+j,g2->playerl);
}
}
}
g2->matrix=(char*)malloc(g2->n*g2->n) ;
for(i=0;i<g->n;i++)

{
for(j=0;j<(1<<m) ; j++)
{
n_k=0;
for (k=0;k<g->n;k++)
{
for(1=0;1<(1<<m) ;1++)
{
if (¢ (g->matrix+ixg->n+k)==1 &&
(('set_element (k,g->final) && j==1) ||
(set_element (k,g->final) && ((1&(1<<n_k))!=0) &&
(1& (" (1<<n_k)))==(j& (" (1<<n_k)))
)))
{
*(g2->matrix+((i*(1<<m)+j)*g2->n)+(k* (1<<m)+1))=1;
}
else
{
*x(g2->matrix+((ix(1<<m)+j)*g2->n)+(k*(1<<m)+1))=0;
}
}
if (set_element(k,g->final))
{
n_k++;
}
}
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}
g2->final=set_create(g2->n);
for(i=0;i<g->n_omega;i++)
{
k=0;
for(j=0;j<m;j++)
{
k<<=1;
if (set_element (set_nth_element (j,g->final) ,g->omegalil))
{
kl=1;
}
}
for(1=0;1<g->n;1++)
{
set_add_element (1*(1<<m)+k,g2->final);
}
}
return(g2) ;

}

[ F KKK Kok Kok KoK KK Kok Kok o Kk Kok ok ok Kok ok Kok ok Kok Kok Kk ok ok /
/* Die Funktion solve_oc wandelt ein Spiel */
/* mit Occurrence-Check in ein det. Buechi-Spiel */

/* um, und loest dieses mit der Funktion "solve2" x*/
[/ Fokk sk ok ok ok kok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok k ok ok k ok k ko /

void solve_oc(g)
game *g;
{

game *g2;

game_print(g) ;
g2=0CM_to_DB(g) ;
solve2(g2);
game_free(g2) ;
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